Wyklad 10
Grafy, algorytmy grafowe

1. Typy ztozonosci obliczeniowe]

Typ zlozonosci | oznaczenie n

Jedna operacja trwa 1us 10 50 100
logarytmiczna lgn 0.000003 s [0.000006 s 0.000007 s
liniowa n 0.00001 s |0.00005 s 0.0001 s
Logarytmiczno- |nlgn 0.000033 s [0.000282 s 0.000664 s
liniowa
kwadratowa n’ 0.0001s  |0.0025 s 0.01 s
Wielowamianowa | n" 0.001 s 0.008 s ls
(k-stopien =3
wielomianu)
wyktadnicza 2" 0.001024s |35.6 lat 4.0087*10'° lat
wykladniczan! |n! 3.6288 s 2.63136*10%° lat  |2.9613*10'"" lat
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2. Reprezentacje grafu

Macierz incydencji — w programach przedstawiana jako tablica dwuwymiarowa,
gdzie indeksy wierszy reprezentuja numery wierzchotkow, a indeksy kolumn
oznaczaja numery krawedzi. Elementy rowne 1 oznaczaja krawegdzie oznaczone
numerami kolumn incydentne z wierzchotkiem oznaczonym numerem wiersza

a b ¢ d e f g

6 7 (1 o 0o 0 |0 [0 |0
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Lista incydencji jest efektywna postacia macierzy incydencji — w programach
reprezentowana przez:

tablice struktur, ktore zawieraja numer wierzchotka oraz wskaznik na listg
krawedzi incydentnych do danych wierzchotkow; lista krawedzi incydentnych
zawiera elementy, ktore maja numer wierzchotka 1 wskaznik na taki element (a)
lista elementow zawierajacych numer wierzchotka, wskaznik na list¢ krawedzi
incydentnych do danych wierzchotkow (jw) oraz wskaznik na taki element (b)
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Wilasnosci macierzy incydencji:

1.

A

=

Jesli kazda krawedz jest incydentna do dwoch wierzchotkow, to w kazde;
kolumnie mamy tylko dwie jedynki

Wiersz z samych zer reprezentuje wierzchotek izolowany

Pe¢tla jest reprezentowana przez jedng jedynke

Krawegdzie rownolegle tworza dwie identyczne kolumny w macierzy

Jesli graf jest niespOjny 1 sktada si¢ np. z 2 sktadowych gl 1 g2, to mozna je
wyrazi¢ za pomoca czg¢sci macierzy, ktore nie maja wspolnych wierszy 1 kolumn
Dwa grafy sa izomorficzne, jesli r6znia si¢ tylko permutacja wierszy 1 kolumn,
czyli jedynie r6znymi etykietami wierzchotkow 1 krawedzi
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Macierz sgsiedztwa grafu nieskierowanego - w programach przedstawiana jako
tablica dwuwymiarowa, gdzie indeksy wierszy 1 kolumn reprezentuja numery
wierzchotkow, a wartosci elementdow rowne 1 oznaczaja krawedz taczaca
wierzcholtki okreslone numerem wiersza 1 kolumny

I 2 3 4 5 6
¢ 1 [0 T1 Jo Jo Jo o

2 1 Jo [1 o 1 Jo

3 00 01t Jo 1 Jo |1

4 o Jo |1 Jo [1 Jo

5 o ]t Jo 1 o o

s d 4 6 0 Jo [t Jo Jo Jo

Lista sasiedztwa jest efektywna pamigciowo postacia macierzy sasiedztwa —
w programach reprezentowana przez:

tablice struktur, ktére zawieraja numer wierzchotka oraz wskaznik na listg
wierzchotkow sasiadujacymi z danym wierzchotkiem; lista wierzchotkow
sasiadujacych zawiera elementy, ktore maja numer wierzchotka oraz wskaznik
na taki element (a)

lista elementow zawierajacych numer wierzchotka, wskaznik na listg
wierzchotkoéw sasiadujacymi z danym wierzchotkiem (jw) oraz wskaznik na taki
element (b)

L bl 2 (a) ) (b)
v

y 1 Ll 3 Ll 5 2 1 1 L 3 Ll 5
v
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Wilasnos¢ macierzy sasiedztwa

1.

2.
3.

4.

Elementy wzdtuz gtownej przekatnej sa rowne 0, jesli graf nie ma petli, oraz 1
jesli ma petle

Nie mozna wyrazi¢ krawedzi rownolegtych

Wiersz 1 kolumny musza by¢ ustawione w tym samym porzadku. Oznacza to, ze
przestawienie dwoch wierszy wymaga przestawienia odpowiadajacych kolumn
Jesli graf jest niespOjny 1 sktada si¢ np. z 2 sktadowych gl 1 g2, to mozna je
wyrazi¢ za pomoca ¢z¢sci macierzy, ktore nie maja wspolnych wierszy 1 kolumn
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Macierz sasiedztwa grafu skierowanego - w programach przedstawiana jako
tablica dwuwymiarowa, gdzie indeksy wierszy 1 kolumn reprezentuja numery
wierzchotkow, a wartosci elementdow rowne 1 oznaczaja krawedz taczaca
wierzcholtki okreslone numerem wiersza 1 kolumny

I 2 3 4 5 6
¢ 1 [0 T1 Jo Jo Jo o

2 0 Jo Jo [o o Jo

3 /0 [1 Jo [o o o

4 0o Jo [1 o Jo Jo

5 o ]t Jo 1 o o

s d 4 6 0 Jo [t Jo Jo Jo

Lista sasiedztwa jest efektywna pamigciowo postacia macierzy sasiedztwa — w

programach reprezentowana przez:

e tablice struktur, ktore zawieraja numer wierzchotka oraz wskaznik na liste
wierzchotkow sasiadujacymi z danym wierzchotkiem (zgodnie z kierunkiem
krawedzi); lista wierzchotkow sasiadujacych zawiera elementy, ktore maja
numer wierzchotka oraz wskaznik na taki element (a)

e lista elementéw zawierajacych numer wierzchotka, wskaznik na listg
wierzchotkoéw sasiadujacymi z danym wierzchotkiem (zgodnie z kierunkiem
krawedzi) oraz wskaznik na taki element (b)
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3. Algorytmy grafowe
3.1. Przeszukiwanie grafu ,,w glab” DFS - algorytmy ,,Z powrotami”

Algorytmy z powrotami sa wykorzystywane do rozwigzywania problemow,
w ktorych z okreslonego zbioru jest wybierana sekwencja obiektow tak, aby
spetniata ona okreslone kryteria.

Przykiad 1
Przeszukiwanie drzewa binarnego w sposob przedrostkowy jest przyktadem
przeszukiwania w glab czyli przyktadem algorytmu z powrotami (wyktad 8)

Przyktad 2

Wynikiem przeszukiwanie grafu w glab jest las ztozony z jednego lub wielu drzew
przeszukiwania w glab (gdy graf jest niespdjny lub jest grafem skierowanym),
ktory zawiera wszystkie wierzcholtki grafu.

G={V, E}, gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw (wg¢ztow) i E zbiorem krawedzi
BIALY — kolor nadawany nie odwiedzonym wierzchotkom
SZARY - kolor nadawany odwiedzonym wierzchotkom
CZARNY - kolor nadawany weztowi, ktorego lista sasiedztwa zostata odwiedzona
wierzcholek
{ kolor;
odwiedzony;
czas_1;
czas_2;}

wierzcholek wierzcholki[V[G]]

DFS (G)
1. dla kazdego wierzchotka u nalezacego do V[G]
{ wierzcholki[u].kolor = BIALY
wierzcholki[u].odwiedzony = 0 }
2.czas=0
3. dla kazdego wierzcholka u nalezacego do V[G]
Jeéll Wierzcholki[u].kolor == BIALY /inowy wierzchotek drzewa w lesie przeszukiwan
to WYWOlaj DFS_V'S'T(U) /I'lub nowe drzewo poszukiwan

DFS_VISIT(u)
1. wierzcholki[u].kolor = SZARY
2. wierzcholki[u].czas_1 = ++czas
3. dla kazdego wierzchotka v nalezacego do listy sasiedztwa wierzchotka u
{ jesli wierzcholki[v].kolor == BIALY
to Wierzcholki[v].odwiedzony = U //u-poprzednik nie odwiedzonego nastepcy v
DFS_VISIT(v) }
4. wierzcholki[u].kolor = CZARNY
5. wierzcholki[u].czas_2 = ++czas
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Graf skierowany: D: krawedz drzewa przeszukiwania (krawedz (u, v), gdy
odwiedzony zostat v), B: krawedz powrotna (réwniez dla krawedzi typu petla —
taczy v z jego przodkiem u), F: krawedz w przod (laczy u z potomkiem v), C:
krawedz poprzeczna (prowadzaca do innego drzewa poszukiwan w grafie
skierowanym lub niespdjnym lub taczy wierzcholki, z ktorych jesli tylko jeden nie
jest przodkiem drugiego),
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Wypisywanie wierzchotkéw $ciezki z s do v przy zalozeniu, ze drzewa
przeszukiwan zostaty wczesniej zbudowane za pomoca procedury DFS:

Drukuj (G, s, v)
1. jesli (v ==s) to wypisz (s)
lub
jesli (wierzcholki[v].odwiedzony == 0)
to komunikat ("Brak sciezki z s do v”)
lub
{ Drukuj(G, s, wierzcholki[v].odwiedzony)

Wypisz(v) }

Z1ozonos¢ obliczeniowa procedury DFS

Czas inicjowania tablicy (linia 1 procedury) oraz czas wybierania kolejnego
wierzchotka (linia 3 procedury) jest rowny O(V).

Laczny czas odwiedzania listy sasiedztwa kazdego wierzchotka bialego jest rowny
O(E) - czas procedury DFS VISIT, gdzie E jest zbiorem krawegdzi grafu i
odwiedzane sa jedynie biale wierzchotki w liscie sasiedztwa. Kazde przeszukanie
pojedynczej listy sasiedztwa jest wykonywane tylko raz dla kazdego wierzchotka
nalezacego do zbioru wierzchotkow V. Stad czas dziatania procedury DFS jest
rowny O(V+E).

Uwaga:

Inne przyktady rozwiazywane metoda algorytmow z powrotami

e Problem n krolowych (ustawienie takie, aby krélowe si¢ nie szachowaty),

e problem sumy podzbioroéw (znalezienie wsrod zbioru przedmiotow, podzbioru o
zadanej wadze W),

e kolorowanie grafu nieskierowanego (znalezienie wszystkich sposobdéw
pokolorowania wierzchotkow przy zastosowaniu co najwyzej m kolorow, aby
sasiednie wierzchotki nie miaty tego samego koloru),

e problem cyklu Hamiltona (wyszukanie w grafie nieskierowanym Sciezki, ktora
rozpoczyna si¢ na wybranym wierzchotku, odwiedza kazdy wierzchotek grafu
doktadnie jeden raz i konczy si¢ na pierwszym wierzchotku),

e optymalizacyjny problem plecakowy (przy =zatozonej wadze plecaka
maksymalizacja wartosci chowanych przedmiotow),
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3.2. Algorytm przeszukiwania wszerz BFS — obliczanie najkrotszej Sciezki z s
do wszystkich osiagalnych wierzcholkow metoda podzialu i ograniczen

Jest to usprawnienie algorytmu z powrotami. Nie narzuca on zadnego

okreslonego sposobu przegladania drzewa oraz jest wykorzystywany jedynie do
problemoéw optymalizacyjnych.
Oblicza on w kazdym wezle liczbe (granice), ktora pozwoli stwierdzi¢, czy ten
wezel jest obiecujacy. Liczba ta jest granica wartosci rozwigzania, jakie moze
zosta¢ uzyskane dzigki rozwinigciu wezta. Jesli ta granica nie jest lepsza niz
warto$¢ dotychczas znalezionego rozwiazania, wezel jest nieobiecujacy. Wartos¢
optymalna jest albo minimalna albo maksymalna, czyli warto$¢ lepsza oznacza tu
albo wigksza albo mniejsza wartos¢. W najgorszym wypadku algorytmy te maja
ztozonos¢ wyktadnicza lub gorsza od wyktadnicze;j.

G={V, E}, gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw (we¢ztow) i E zbiorem krawedzi
BIALY — kolor nadawany nie odwiedzonym wierzchotkom
SZARY - kolor nadawany odwiedzonym wierzchotkom
CZARNY - kolor nadawany wezlowi, ktorego lista sasiedztwa zostata odwiedzona
wierzcholek
{ kolor;
odwiedzony;
czas;}

wierzcholek wierzcholki[V[G]]

BFS (G)
1. dla kazdego wierzchotka u nalezacego do V[G]
{ wierzcholki[u].kolor = BIALY
wierzcholki[u].czas = -1
wierzcholki[u].odwiedzony = 0 }
. wierzcholki[s].kolor = SZARY
. wierzcholki[s].czas = 0
. Inicjuj (Kolejka)
. Wstaw(Kolejka, s)
. Dopoki !Pusta(Kolejka)
6.1.u= Usun(KoIejka) /lu nie jest usuwany z kolejki, lecz odczytany z jej poczatku
6.2. dla kazdego wierzcholka v nalezacego do listy sasiedztwa wierzchotka u
jesli wierzcholki[v].kolor == BIALY
to
{ wierzcholki[v].kolor = SZARY
wierzcholki[v].czas = wierzcholki[u].czas +1
wierzcholki[v].odwiedzony = u
Wstaw(Kolejka, v) }
6.3. Usun(Kolejka) //usuwany pierwszy element z kolejki

6.4. wierzcholki[u].kolor = CZARNY
Zofia Kruczkiewicz, USM, Algorytmy i struktury danych, Wyktad 10, 10
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Wypisywanie wierzchotkow najkrotszej sciezki z s do v przy zatozeniu, ze drzewo
najkrotszych Sciezek zostato wezesniej zbudowane za pomoca procedury BFS:

Drukuj (G, s, v)
2. jesli (v ==s) to wypisz (s)
lub
jesli (wierzcholki[v].odwiedzony == 0)
to komunikat ("Brak sciezki z s do v”)
lub
{ Drukuj(G, s, wierzcholki[v].odwiedzony)

wypisz(v) }
ZYlozonos¢ obliczeniowa:

1) Czas operacji na kolejce jest rowny O(V). Po kazdym przegladaniu listy
sasiedztwa pojedynczego wierzchotka jest on usuwany z kolejki. taczny czas
przegladania listy sasiedztwa kazdego wierzchotka jest rowne O(E). Inicjowanie
trwa O(V). Czas procedury BFS wynosi O (V + E).

2) Procedura Drukuj (G, s, v) dziala w czasie liniowym, gdyz kazde wywotanie
rekurencyjne nastgpuje dla Sciezki krotszej o jeden wierzchotek.

Uwaga:

Inne przyktady rozwiazywane metoda podzialu i ograniczen

e problem plecakowy (przy zatozonej wadze plecaka maksymalizacja wartosci
chowanych przedmiotow)

e problem komiwojazera (znalezienie najkrotszej sciezki w grafie skierowanym,
rozpoczynajacej si¢ w danym wierzchotku, odwiedzajacej wszystkie wierzchotki
doktadnie raz i1 konczacej si¢ w wierzchotku poczatkowym)
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3.3. Algorytm Floyda okreslania najkrotszej Sciezki w grafie — metoda
programowania dynamicznego.

Programowanie dynamiczne usuwa niedogodnosci algorytméw typu ,,dziel 1
zwycigza)”, ktore wykonujac podziaty, moga powtorzy¢ rozwiazanie tych samych
realizacji 1 stajq si¢ wtedy bardzo niewydajne.

Przyktad
1) Obliczanie liczb Fibonacciego rzedu 1 w sortowaniu polifazowym z trzema
plikami metoda programowania dynamicznego

Serie w plikach|Idealne serie | Numer poziomu | Liczba int Fibonacci (int n)
f1 |2 17631 fi 1 scalania - / serii {inti, fln+1];
131810 13 8 6 21 fl0]=0:
5 0 | 8 8 5 5 13 if (n > 0)
0 S 13 5 3 4 8 f[1] = 1;
3 1210 3 |2 3 S for (i = 2; i<=n; i++)
1 0|2 2 1 2 3 {fli]=f[i -1] + f[i — 2];
0 1 |1 1 1 1 2 }
1 10160 1 0 0 1 return f[n];
)

=1, fo=0, f0=f L, f =S dlal>0

Jesli przyjmie sig, ze i = /', to wzory rekurencyjne definiujace ciag Fibonacciego

rzedu 1:

fioo.= f,+ f,_, da i>1 oraz f,=1f,=20

Whiosek: Poczatkowe liczby serii na dwoch plikach musza by¢ dwoma kolejnymi
elementami ciagu Fibonacciego rz¢du 1, natomiast trzeci plik stuzy do taczenia
serii na kolejnym poziomie.

2) Obliczanie liczb Fibonacciego metoda ,,dziel 1 zwycig¢zaj”
int Fibonacci(int n)
{if(n<=1)
return n;

else

return Fibonacci (n-1) + Fibonacci (n-2)
}
Aby obliczy¢ liczby Fibonacciego n 1 n+1 nalezy dwukrotnie obliczy¢ liczbg n-1
itd. Prowadzi to do zlozonosci wyktadniczej o2

n |Prog. Dyn. |Algorytm ,,Dziel i zwycigza)” - dolne ograniczenie czasu

80 |81 ns 1.1¥ 10 ns = 18 min

200|201 ns 1.3* 10 ns = 4 * 10" lat
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Programowanie dynamiczne polega na wykonaniu nastepujacych dziatan:

1) Okresla si¢ wilasciwos¢ rekurencyjna, ktora pozwala znalezé rozwiazanie
realizacji problemu

2) Rozwiazuje si¢ realizacj¢ problemu zgodnie z podejSciem wstepujacym,
najpierw rozwiazujac mniejsze realizacje

Algorytm Floyda wyznaczania najkroétszej Sciezki w grafie — O(N°)

Zadanie: Nalezy obliczy¢ najkrotsze drogi z kazdego wierzchotka w grafie

wazonym do wszystkich innych wierzchotkéw. Wagi krawedzi sa liczbami

nieyjemnymi. Dana jest macierz sasiedztwa Graf o rozmiarze N x N, ktorej

elementy Graf[i][j] sa waga krawedzi prowadzacej od i-tego wierzcholtka do j-tego

wierzchotka lub rowne 0 dla i=) oraz rowne N (N oznacza nieskonczonos¢), gdy

brak krawegdzi. W wyniku algorytmu otrzymuje si¢ tablice dwuwymiarowa D o

rozmiarze N x N, gdzie D[1][j] jest dlugoscia najkrotszej drogi prowadzacej z i-tego

wierzchotka do j-tego wierzchotka oraz tablica dwuwymiarowa P o rozmiarze N x

N, gdzie P[i][j] jest numerem posredniego wierzchotka o najwyzszym indeksie w

najkrotszej drodze od i-tego wierzchotka do j-tego wierzchotka lub -1, jesh taki

wierzchotek nie istnieje.

void Floyd (int N, const int Graf [ ][N], int D[ ][N], int P[ ][N])
{ inti,j, k

for (i = 0: i<N: i++) Graf 0 1 2 3 4 5 6
L 0 [0 [1 [10]10]10]10]10

for (j =0; j<N; j++) 1 {1 ]o [1 [10]10]10]1
PL]l] = -1; 2 [10]1 Jo |1 |01 |1
memmove(D, Graf,N*N*sizeof(int)); 3 [1ol1011 To 11011 T10
for (k = 0; k<N; k++) 4  (10[10 |10 |10(0 (1 |10
for (i=0; i< N; i++) 5 [10]10(1 |1 |1 |0 |1

for (j=0; j<N; j++) 6 [10[1 |1 [10]10]1 |O

if (D[i][k] +DIKkI[j] < D[ILI) DO 1 2 3 45 6

{ PIIO] = K; oo 123432

D[i][il= DI[il[k] + DIK][il; 1 (1001 [2[3[2]1

) 2 2 (1o |1 [2[1 |1

} 33 120100 (2 [1 ]2

| 4 (4 (3 2 210 [1 ]2

2 50302011101

0 : 6 12 11 [1 (2 ]2 ]1]0

P O 1 2 3 4 5 6

0 [-1]-1]1 [2]5 [2 ]1

4 1 (a1 ]1 12 [5 [2 |1

6 5 2 (1 [-1]1]1]5 [-1]1

302 (2 [-1]-11]5 [-1]2

4 51515 [5 [-1]1]5

. . 502 2 [-1]1]1]1[1
Wagi krawedzi sa rowne 1, N=10 c 1T Talaz 5 1la
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void drukuj(int P[ ][N], int s, int v)
{if (P [s][v] '=-1)

{ drukuj(P, s, P[s][V]);
cout<<"v: "<< PJ[s][v];
drukuj(P, P[s][v], v); }

}
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