Wykitad 3

Rekurencyjne wywotanie podprogramu

Algorytmy sortowania tablic- sortowanie szybkie,
sortowanie przez fgczenie

1.

Rekurencja
1.1. Obliczanie silni w sposob iteracyjny
Wzo6r na obliczenie n! jest nastgpujacy:
n! =n* (n-1)*(n-2)...2%*1

=n* (n-1)*(n-2)...2,
gdzie: 21=2, 1!=1

#include <stdio.h>
void main ()
{long n=11, silnia=n;

for (long i=n-1;1>=2;i--) silnia=silnia*i;
printf ("%ld!=%Id", n, silnia);}

n=4
Numer iteracji| Iteracje; si =si*i,1=1-1|1, pocz:1=n-1| 1>=2 |si, pocz:si=n| X
3 4
1 X = s1*1 3 prawda 4 12
sl =X 12
1=1-1 2
2 X = s1*1 2 prawda 12 24
s1 =X 24
1=1-1 1

m | OB -3 e e B 002 -EEE‘

|Nazwa |'W'artns'é |F‘Ian$2a |F'|:|2i|:|m

i 1 gilniai 1

h 4 zilniai 1

gilnia 24 gilniai 1

=10 x|

Planzza Poziom | 'wynik Opis

gilniai 1 Poczatek. algontrmu iI
gilniai 1 4

gilniai 1 3 i:=r-1

gilniai 1 4 gilniaz=n

gilniai 1 Prawda i»=2
4| silniai 1 12 gilnia: =zilniati

gilniai 1 2 i:=i-1

gilniai 1 Frawda i>=2

gilniai 1 24 gilnia: =zilniati

zilniai 1 1 i:=i-1

gilniai 1 Fatzz i»=2

zilniai 1 24 rl p
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1.2. Obliczanie silni w sposob rekurencyjny
W2z6r na obliczenie n! jest nastgpujacy:
n!=n* (n-1)*(n-2)...2 =n*(n-1)!, czyli

n! =n* (n-1)!

(n-1)!=(n-1)*(n-2)!

adzie 21=2, 1!=1

31=3%2!

21=2

#include <stdio.h>
long silnia(long n)

{ if (n>2) return n* silnia(n-1);

else return n;

b
void main()
{ long n=4l;

printf ("%ld!=%Ild",
}

n, silnia(n));

n=4
Wywotania rekurencyjne n >2 n!=n*(n-1)! Powrdt: Poziom
Koniec wywotlan rekurencyjnych: 1<=n<=2, Podstawienia doy|wywotan f.rek.
21=2
n=4 |4!=4%(4-1)! 41=4*3! |y = 4*y v |y=4*6=24 A1
n=3 [(4-1)! =(4-1)*(4-2)! |3!1=3*2! |y=3*y ¥ y=3%2=6 4|2
n=2 |(4-2)! =2! 21=2 y=2 2 413
% Elbox Laboratorium Informatyki 2.01 - silniare =7 x|
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L
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X

|F'|an3' Poziom |F'Iansza |K|:||umna |'W'iersz

silniare 1 Poczatek algomtmiu

gilniare 1 4 Podaj dane

silniare 1 Whnwobanie procedury: silnia <nz -» s
siniap 2 Poczatek procedurny: silnia <n:

giniap 2 Prawda hsd

giniap 2 Winwokanie proceduny: silhia <n-1 - #i
siniap K| Poczatek proceduny: silnia <n:

siniap 3 Prawda e

siniap 3 Winwokanie procedury: silnia <n-13 <> =
giniap 4 Poczatek proceduny: silnia <n:

giniap 4 Fatzz (0

=)
T

e | (el B el firl- ([ | &

4

Mazwa ['wiartose | Wywotarie

n 4 siniar 0 siniare 1 1 Poczatek algomtmu;

5 7 silmiar | silhiare 1 3 Wipwokanie procedury: sinia <nk - s
n 4 siriar 2 siniap 1 3 Wiwokanie procedury: silhia <n-1: - |
5 2 siriar 3 siniap 1 3 Whawotanie procedury: sinia <n-1s -
n 3 giniap 3

] ? ziniap 3

1] 2 ziniap )

s ? siniap 4 ﬂ
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2. Sortowanie szybkie

Algorytm sortowania szybkiego nalezy do algorytmoéw ,,dziel i zwycigza)”.

Algorytm sortowania szybkiego - poziom konceptualny

(1) Dziel: Cigg jest dzielony (jego elementy sq przestawiane) na dwa niepuste
podciqgi takie, ze kazdy element pierwszego podciqgu jest nie wickszy niz kazdy
element drugiego podciqgu. Podzial ciqgu jest realizowany przez procedure
dzielqcq

(2) Zwycieiaj: Dwa podciqgi sq sortowane za pomocq rekurencyjnych wywotan
algorytmu sortowania szybkiego

(3) Polqcz: Poniewaz podciqgi sq sortowane w miejscu, nie potrzeba nic robic,
zeby je polqczyc: caly ciqg jest juz posortowany.

Algorytm sortowania szybkiego - poziom projektowy

(1) /1, p< N
(2) Sort_szybki (T, |, p):
(2.1) dopoki | < p, wykonuje co nastepuje:
(2.1.1) |, j, T« Podzial(T, |, p);
(2.1.2) Sort_szybki(T, |, j); // przejdz do kroku (2), gdzie p=j
(2.1.3) Sort_szybki(T, i, p); // przejdz do kroku (2), gdzie =i
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Algorytm Podzial - poziom konceptualny
(1) wskaz na srodkowy element tablicy
(2) zapamietaj wartos¢ wskazanego elementu jako klucza
(3) wskaz na elementy lewy (pierwszy) i prawy (ostatni) ciqgu
(4) wykonuj, az numer elementu lewego stanie si¢ wiekszy od numeru elementu
prawego.
(3.1) dopoki, zaczynajqc od wskazanego lewego elementu ciqgu, nie znajdziesz
elementu lewego wiekszego lub rownego kluczowi, testuj kolejne elementy
(3.2) dopdki, zaczynajqc od wskazanego prawego elementu ciqgu, nie znajdziesz
elementu prawego mniejszego lub rownego kluczowi, testuj kolejne elementy
(3.3) jesli numer lewego wskazanego elementu jest mniejszy lub rowny numerowi
prawego wskazanego elementu, to wykonaj:
(3.3.1) zamien te wskazane elementy
(3.3.2) wskaz nastepne elementy lewy i prawy
(4) zapamietaj numery elementow lewego i prawego, na ktorych zakonczono
przeszukiwania ciqgu zaczynajqc od poczqtku i od konca — dzielq one ciqg danych
na dwie czesci.

Algorytm Podzial - poziom projektowy
Podzial(T, |, p)-> T, I, J;

(1)y < (/+p)dv2
(2) klucz < T{y),
(3 i< Lj<p
(4) wykonuj, co nastepuje az i > j:
(4.1) dopoki T(i) < klucz, wykonuj, co nastepuje:
(4.1.1) i« i +1;
(4.2) dopoki T(j) > klucz, wykonuj co nastepuje:
(4.2.1)j¢ j-1;
(4.3) jesli i <= j, to:
(4.3.1) x « T(i),
(4.3.2) T(i) « T(j)
(4.3.3) T(j) « x;
(4.3.4) i+ 1
(4.3.5) ]« j-1.
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Przyktad sortowania szybkiego

Dziatanie Dane dziatan T
[ |pli / y |klucz |1 12|314|5|617 |8
3164|113 1]4]1 |4
Sort P(1,8) 1 18152 |67 |41 31641 (3|4]1]|4
1 18253 (3«4 (4|1 116141113 |4 |3 |4
POdZiﬂlZ!l,2!,(3,8) 1 813 2 411 1146|3413 |4
Sort P(L,2) |1 |2 |12 |1«2 |1 |1 111
Podziat: (1,1),(2,2)]1 |2 |2 1 11 1|1
1|1
Sort K(1,2) |2 |2 1|1
Sort P(3,8) |3 |8 |34 |67 |53 416 |13 141314
3 (8 [45 (4«5 |53 3161314 |4 |4
Podziat: (3,4),(5,8) |3 |8 |5 4 513 3131614 (4|4
Sort P(3,4) |3 |4 1354 [3«4 |3 |3 313
Podziat: (3,3),(4,4) |3 |4 |4 3 313 313
3|3
Sort K@3.,4 4 14 313
Sort P(5,8) |5 |8 |56 |7«8 |6 |4 614 4|4
581657 |67 |6 |4 414 14 |6
Podziat: (5,6),(7,8) |5 |8 |7 6 6 |4 414 14 |6
Sort P(5,6) |5 |6 |56 |56 |5 |4 4 |4
Podziat: (5,5),(6,6)]|5 |6 |6 5 7 14 4 14
515
Sort K(5,6 6 |6 4 4
Sort P(7,8) |7 |8 |78 |67 |7 |4 4 |6
Podziat: (7,6),(8,8)|7 |8 |8 6 7 14 4 16
7 16
Sort K(7,8) |8 |8 416
Sort K(5,8) |5 (8|7 6 6 |4 4141416
Sort K(3,8) |3 |8 |5 4 513 3344|416
Sort K(1,8) |1 |83 2 4 11 111|133 4(4|41|6
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P (1, p) - Poczatek wywotania nowego egzemplarza funkcji sortujacej, czyli poczatek
podziatu podtablicy

Podziat (1, j)(i, p) — Koniec podzialu podtablicy na czes¢ (1, 1) oraz (j, p)

K(I, p) - zakonczenie wykonania danego egzemplarza funkcji sortujace;j

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <time.h>

#include <conio.h>

typedef int element;
const long N=20000L;
const int m=10;

inline void zamien(element &a, element &b);
void szybki(element t[], long I, long p);

void wypelnij(element {[], long& ile);
void wyswietl(element t[], long ile);

void main()
{ element * t=new element[N];
long ile=0;
wypelnij(t,ile);
szybki(t,0,ile-1);
wyswietl(t, ile);

getch();
}
void wypelnij(element t[], long& ile)
{ srand(3);
for(long i=0; i<N; i++)
t[i]=rand();
ile=N;}

void wyswietl(element t[], long ile)
{ for(long i=0; i<ile; i++)

{ printf("%d \n", t[i]);

I*if (1%m==0)

{char z=getch();

if (z=='k") return; } */
}
}
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inline void zamien(element &a, element &b)
{ element pom=a;
a=b;
b=pom; }

void szybki(element {[], long |, long p)
{ longi=l,j=p;

element pom=t[(i+j)/2];

do

{ while(t[i]l<pom) i++;
while(t[j]>pom) j--;
if (i<=))

{ zamien(t[i],t[j]);
i++; j--; }

} while(i<=j);

if (I<))
szybki(t,l,j);

if (p>i)
szybki(t,i,p);
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3. Algorytmy sortowania tablic- sortowanie przez kopcowanie
(stogowe)

Przykiad: Cigg wejsciowy:

Numery elementow| 1| 2| 3| 4] 5| 6| 7| 8|

wartosci elementdw|2(6(3(3|3(|4|1|4

Zadanie 1: Nalezy tak ustawi¢ elementy w ciggu, aby wartos¢ kazdego
elementu o numerze ,/” (element zwany ,ojcem”) byta nie mniejsza niz
wartos¢ elementéow o numerach: ,2 # /”( element ,/lewy”) oraz ,2 i+ 1”
(element ,prawy”).

Ciag przeksztatcony w kopiec:
Numery elementow| 1|2\ 3|4 5| 6| 7
wartosci elementdéw|6(4|4|3(3|3]|1
Uwaga 1: W ciqgu typu ,kopiec”
element o najwiekszej wartosci znajduje
sie na pierwszej pozycji.

N[
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Zadanie 2: Nalezy ustawi¢ elementy w ciggu w porzadku rosngacym za
pomocg kolejnego ,przesiewania kopca” - czyli zamiany najwiekszego
elementu z poczatku kopca z elementem ostatnim i odbudowy kopca za
pomocg algorytmu przywracania kopca z pozostatych elementéw (bez
elementu ustawionego na koncu kopca). Proces ,,przesiewania kopca” nalezy
powtarzac ,N - 1”razy, gdzie ,N”jest liczbg elementdw ciggu.
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Uwaga 2:
Ciag posortowany posiada rowniez wtasnosci ,kopca”, gdzie element o
numerze / jest mniejszy lub réwny elementom o numerach 2%/ oraz 2%j+1.
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Algorytm sortowania przez kopcowanie - poziom konceptualny

(1) ,Zbuduj kopiec” z ciggu ztozonego z N elementow;

(2) wskaz na ostatnie miejsce ,,kopca”;

(3) dopoki nie osiggniesz elementu o numerze 1, wykonuj doktadnie N -1 razy:
(3.1) zamieri element na wskazanym miejscu z elementem o numerze 1,
(3.2) zmniejsz uzyskany cigg o element umieszczony na wskazanym miejscu;
(3.3) ,,Przywroc kopiec” z uzyskanego podciggu rozpoczynajac od ,,ojca” o

numerze 1;
(3.4) wskaz na ostatnie miejsce odbudowanego ,,kopca’.

Algorytm ,,Zbuduj kopiec” - poziom konceptualny

(1) wskaz na srodkowy element ciggu - jest element typu ,ojciec”;
(2) dopoki nie wyczerpiesz elementow z pociggu ograniczonego od gory wskazanym
elementem, wykonuj:
(2.1) ,Przywroc kopiec” rozpoczynajgc od ,,ojca” 0 wskazanym numerze;

(2.2) wskaz na element mniejszy o 1 od numeru ,0jca” - jest to nowy wskazany
Lojciec”.

Algorytm ,,Przywroc kopiec - poziom konceptuainy:

(1) Dopoki numer ojca jest mniejszy od rozmiaru kopca, wykonuj:
(1.1) wskaz na element ,lewy” odpowiadajacy danemu ,ojcu’;
(1.2) wskaz na element ,prawy” oadpowiadajgcy danemu ,ojcu’;
(1.3) wybierz element o najwiekszej wartosci z posrod elementow: ,lewego”,
Lprawego” i ich ojca i zapamietaj jego numer
(1.5) jesli numer elementu najwiekszego jest rozny od numeru ,0jca” to wykonaj:
(5.1) Zzamier wartosc¢ ,ojca” z wartoscig elementu najwiekszego,
(5.2) wskaz na numer nowego ,ojca”, rowny numerowi dotgd elementu
najwiekszego,
(5.3) ,Przywroc kopiec” rozpoczynajgc od ,,ojca” o wskazanym numerze czyli
zacznij od kroku (1).
(1.6) przerwij algorytm, jesli nie wykonano kroku 1.5
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Algorytm sortowania przez kopcowanie - poziom projektowy

Sort_kopiec(T, Rozmiar_tablicy)
(1) Rozmiar_kopca « Rozmiar_tablicy;
(2) Zbuduj_kopiec(T, Rozmiar_kopca),
(3) i < Rozmiar_kopca
(4) dopoki i >= 2 wykonuj, co nastepuje:
(4.1) x « T(1),
(4.2) 7(1) « 1(1);
(4.3) 7(0) « x;
(4.4) Rozmiar_kopca «<— Rozmiar_kopca - 1;
(4.5) Ojciec < 1;
(4.6) Przywroc_kopiec(T, Rozmiar_kopca, Ojclec);
(4.7)ii-1

Algorytm ,,Zbuduj kopiec” - poziom projektowy

Zbuduj_kopiec(T, Rozmiar_kopca)

(1) i « Rozmiar_kopca div 2;

(2) dopoki i >= 1, wykonuj, co nastepuje:
(2.1) Ojciec « i;
(2.2) Przywroc_kopiec(T, Rozmiar_kopca, Ojciec);
(2.3) i« i-1.

Algorytm ,,Przywroc kopiec” - poziom projektowy:

Przywroc_kopiec(T, Rozmiar_kopca, Ojciec):

(1) dopoki Ojciec < Rozmiar_kopca, wykonuj, co nastepuje:

(1.1) | « 2 = Ojciec;

(1.2) p «— 2 * Ojciec + 1;

(1.3) jesli | <= Rozmiar_kopca i T(l) > T(Ojciec), to wykonaj:
(1.3.1) Numer_najwiekszego_elementu <« /

(1.3.2) w przeciwnym przypadku: Numer_najwiekszego elementu <« Ojclec;
(1.4) jesli p <= Rozmiar_kopca i T(p) > T(Numer_najwiekszego_elementu), to

wykonaj:
(1.4.1) Numer_najwiekszego_elementu « p;

(1.4.2) w przeciwnym przypadku.: Numer_najwiekszego elementu bez zmian,

(1.5) jesli Numer_najwiekszego elementu <> Ojciec, to wykonaj:
(1.5.1) x « T(Numer_najwiekszego_elementu);
(1.5.2) T(Numer_najwiekszego_elementu) <« T(Ojciec),
(1.5.3) T(Ojciec) « x;
(1.5.4) Ojciec < Numer_najwiekszego_elementu,
(1.5.5) PrzejdZ do kroku (1)

(1.6) Ilub przerwij algorytm, jesli Numer_najwiekszego elementu == Ojciec, czyli nie

wykonano punktu 1.5.
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Przyktad sortowania przez kopcowanie
1. Pierwsza faza algorytmu - budowa kopca.

Dziatanie Dane dziatan [indeksy] T
lewy\prawy\i |Ojciec\maks\Rozmiar_kopcall 23|45 6|/8
Sort_kopiec 8 2161313[314[14
Zbuduj_kopiec 4 8 3
Przywroc_kopiec [8 |9 4 8 8 3 4
Przywroc_kopiec [8 |9 4 8 8 4 3
Przywroc_kopiec 8 8
Zbuduj_kopiec 3 8 3
Przywroc_kopiec [6 |7 3 6 8 3 [ 4
Przywroc_kopiec [6 |7 3 6 8 4 3
Przywroc_kopiec |12 |13 6 8
Zbuduj_kopiec 2 8 6
Przywroc_kopiec (4 |5 2|2 2 8 6| 4|3
Zbuduj_kopiec 1 8 2
Przywroc_kopiec [2 |3 1{1 2 8 2|64
Przywroc_kopiec [2 |3 1{1 2 8 6|24
Przywroc_kopiec |4 [5 1{2 4 8 2| |4)3
Przywroc_kopiec [4 |5 1{2 4 8 4] 123
Przywroc_kopiec [8 |9 14 8 8 2 3
Przywroc_kopiec [8 |9 114 8 |8 3 2
Sort_kopiec 8 614(41313(3]1]2
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2. Druga faza algorytmu - sortowanie przez przesiewanie kopca.

Dziatanie
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Program w C++

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <time.h>
#include <conio.h>

typedef int element;
const long N=20000L;
const int m=10;

inline void zamien(element &a, element &b);

void zbuduj_kopiec(element t[], long |, long p);

void przywroc_kopiec(element t[], long p, long ojciec);
void sort_kopiec(element t[], long |, long p);

void wypelnij(element t[], long& ile);
void wyswietl(element t[], long ile);

void main()
{ element * t=new element[N];
long ile=0;
wypelnij(t,ile);
wyswietl(t,ile); //ile musi by¢ wieksze od 1
sort_kopiec(t,0,ile-1);
wyswietl(t,ile);
getch();
by

void wypelnij(element t[], long& ile)
{ srand(3);
for(long i=0; i<N; i++)
tli]=rand();
ile=N; }

void wyswietl(element t[], long ile)
{ for(long i=0; i<ile; i++)
{ printf("%d \n", t[i]);
if (i%m==0)
{char z=getch();
if (z=='k') return;}
by
by
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void sort_kopiec(element t[], long |, long p)
{ zbuduj_kopiec(t, |, p);
for (longi = p; i>l; i--)
{ zamien(t[I],t[i1);  /ma pozycji p umieszczono koleiny najwiekszy element
p-=1;
przywroc_kopiec(t, p, 1);
}
}

void zbuduj_kopiec(element t[], long |, long p)

{ if (p<=l) return; //tablica jednoelementowa lub brak tablicy
for (longi= (I+p-1)/2; i>=l; i--)
przywroc_kopiec(t, p, i);}

void przywroc_kopiec(element t[], long p, long ojciec)
{ long ll, pp, maks;
while (ojciec < p)
{ Il = ojciec*2+1;
pp = ll+1;
if (Il <= p && t[ll] > t[ojciec]) /wybor najwiekszego z trzech elementow
maks = Il;
else maks = ojciec;
if (pp <= p && t[pp] > t[maks])
maks = pp;
iIf (maks = ojciec) //naruszono zasade kopca w elemencie 2*ojciec lub 2*ojciec+1
{ zamien(t[maks], t[ojciec]);
ojciec=maks; } nalezy ja wiec przywrdci¢
else brea k; J/przerwanie przywracania kopca, gdy ostatnio sprawadzany
} //wezet spetniat zasade kopca

}

inline void zamien(element &a, element &b)

{

element pom=a;
a=b;
b=pom;

}
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4. Analiza algorytmow sortowania — podsumowanie
[T.Cormen, C.Leiserson, R.Rivest:”Wprowadzenie do algorytmow”]

Podziat algorytméw sortowania ze wzgledu na sposob ustalania kolejnosci
sortowanego ciagu:

1. przez porownywanie elementow - sortowanie babelkowe, przez kopcowanie,
przez selekcjg, sortowanie przez wstawianie;

2. przez wyznaczanie pozycji danej w ciagu posortowanym na podstawie liczby
clementdw czyli sortowanie przez zliczanie, przez wykorzystanie sposobu
reprezentowania wartosci elementdw czyli sortowanie pozycyjne.

1. Rzad wielkosci funkcji

Czas dzialania algorytmu dla konkretnych danych wejSciowych jest
wyrazony liczba wykonanych prostych (elementarnych) operacji lub , krokow”.
Zaktada sig, ze operacja elementarna jest maszynowo niezalezna. Czas wykonania i-
tego wiersza programu wymaga czasu c ;.

Dla dostatecznie duzych danych wejsciowych liczymy jedynie rzad wielkosci
czasu dzialania algorytmu - oznacza to asymptotyczng zlozonos¢ algorytmu, ktora
okresla, jak szybko wzrasta czas dzialania algorytmu, gdy rozmiar danych dazy do
nieskonczonosci.

Notacje asymptotyczne

Opis asymptotyczny czasu dzialania algorytmow korzysta z funkcji, ktorych
zbiorem argumentow jest zbior liczb naturalnych N={0,1,2,..}. Jest to zgodne z
typem rozmiaru danych, bedacego liczba naturalna.

Notacja @
Dla danej funkcji g(n) oznaczamy przez ©(g(n)) zbior funkcji:
Og(n)) = {f(n): istnieja dodatnie state c;, ¢, 1 n, takie, ze
0 <c;g(m) <f(n) <c,g(n) dla wszystkich n > n/

Notacja ta okresla asymptotycznie doktadne oszacowanie funkc;ji f(n). Funkcja f(n)
nalezy do zbioru &(g(n)), jesh istnieja dodatnie state c; oraz c, takie, ze funkcja
moze by¢ ,,wstawiona miedzy” c; g(n) 1 ¢, g(n) dla dostatecznie duzych n.

Piszemy

() = Og(n)),
co oznacza, ze funkcja f(n) jest elementem zbioru &g(n)), lub

f(n) € Ogn),
Notacja @ asymptotycznie ogranicza funkcje od gory 1 od dotu.
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Notacja O
Dla danej funkcji g(n) oznaczamy przez O(g(n)) zbidr funkcji

O(g(m)) = { f(n). istnieja dodatnie state c 1 n, takie, ze 0 < f(n) <cg(n) dla
wszystkich n >n/}

Notacja asymptotyczna O okresla asymptotyczng granice gornq funkcji f(n), gdyz
dla kazdego n wigkszego od n, wartos¢ funkcji f(n) nie przekracza g(n).

Mamy:
Og(n)) < O(g(n))

Np. kazda funkcja @ n° + bn + ¢, gdzie a > 0 nalezy do zbioru @ (n°), stad kazda
funkcja kwadratowa nalezy takze do zbioru O(n’°).

Notacja (2
Dla danej funkcji g(n) oznaczamy przez €2(g(n)) zbior funkcji

g(n)) = {f(n) : istnieja dodatnie stale c 1 n, takie, ze 0 < cg(n) < f(n) dla
wszystkich n>n,}

Notacja ta okresla asymptotyczng granice dolng funkcji f(n), gdyz dla wszystkich
wartosci n wigkszych od n,wartos¢ funkcji f(n) jest nie mniejsza niz cg(n).

c(n) ce(n) fn)

i) \//f(n) )
/
i }j LA

n n n
no - fin) = Ggm) no fin) =Og) no  fin) = QAgm)

Graficzne przyktady notacji &, O, 2
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Aksjomatyczne wlasnosci porownywania funkcji:
1) Przechodnios¢:
f(n) = O(g(n)) 1g(n) = Oh(n)) implikuje f(n) = O(h(n))
f(n) = O(g(n)) 1 g(n) = O(h(n)) implikuje f(n) = O(h(n))
f(n) = (g(n) ig(n) = L(h(n)) implikuje f(n) = (h(n))
2) Zwrotnos¢
() = O(f(n))
f(m) = O(f(n))
f(n) = QAf(n))
3) Symetria
f(n) = O(g(n)) wtedy i tylko wtedy, gdy g(n) = O(f(n))
4) Symetria transpozycyjna

f(n) = O(g(n)) wtedy 1 tylko wtedy, gdy g(n) = (f(n))

Analogia migdzy pordéwnywaniem dwoch funkeji f1 g oraz porownywaniem dwoch
liczb rzeczywistych:

Jfn) =0@gm) ~a<b

fn) = gn)) ~a=b

fn) = Ogn) ~a=>hb
Trichotomia dla liczb

Dla kazdych dwoch liczb rzeczywistych a 1 b zachodzi doktadnie jeden z
nastepujacych faktow: a < b, a = b oraza > b

Wiasnos¢ trichotomii nie przenosi si¢ na funkcje w sensie asymptotycznym:
np. fin) =n' """ (warto$é wykladnika waha si¢ miedzy 012 ) i
g(n)=n nie wystapia w zaleznosciach:

J(n) = O(g(n)) oraz f(n) = £(g(n)).
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Przyktady:
1)®(1) oznacza albo wartos¢ statg albo funkcj¢ stata wzgledem pewnej zmienne;.

2 2 L .. : : :
2) 2n°+6O(n)= O(n°) oznacza, ze niezaleznie od tego, jak anonimowe funkcje sa po
lewej stronie znaku réwnosci, mozna wybra¢ anonimowe funkcje po prawej stronie
rownosci tak, ze rownanie bedzie zachodzié.

Np. 2n°+n= O(’) czyli 2n°+n<4n’ oraz 2n°+n>2n’
3) 2n°+3n+1= 20" + On)

Oznacza to, ze dla f(n) € G(n) jest prawdziwe dla wszystkich nastepujqce rownanie
2n°+3n+1=2n"+f(n)

oraz dla h(n) € &n’) jest prawdziwe rownanie 2n2+f(n) =h(n)
4) 2n’-3n+1= O(’), gdyz 2n’-3n+1=f(n) i f(n) € Om°) np. 2n’-3n+1< 2n’

2. Uzyskiwanie asymptotycznych oszacowan rozwigzan przy zastosowaniu
notacji @i O - rekurencje

Przyktad rekurencji dla algorytmu sortowania przez tqczenie

T = o), jeslin =1
(n) = T(/n/2 )+ T([n/2)) + Om), jeslin> I

gdzie: dla liczb rzeczywistych x mamy
/x /<x+1 - najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza nizx np. /3.14 [ =4
x-1< [x_/ - najwicksza liczba catkowita nie wicksza nizx np. [3.14./ =3
Dla kazdej liczby catkowitej n mamy /n/2 Bln/2 ) =n
Dla kazdej liczby catkowitej n oraz liczb catkowitych a #0 1 b0 mamy:

[In/a J/b E/n/ab |
[[n/at/b | =[n/ab_/

Metody rozwiazywania rekurencji:
1) Metoda iteracyjna
2) Metoda podstawiania

3) Metoda rekurencji uniwersalne;j
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Zatozenia:
e argumentami funkcji sa liczby catkowite

e czas dzialania algorytmu dla danych wejSciowych o staltym rozmiarze jest staty,
stad przyjmuje si¢, ze czas dzialania algorytmu da matych rozmiarow danych
wejsciowych N jest staly.

Metoda iteracyjna

Metoda iteracyjna polega na iterowaniu rekurencji 1 wyrazania jej jako sumy
sktadnikow zaleznych od n oraz od warunkéw brzegowych.

Na podstawie tego =zatozenia iteracje rekurencji dla algorytmu sortowania
babelkowego sa nastepujace:

T(n) =T(n-1) + Om)
T(n-1)= T(n-2) +O(n-1)

T2)=1T(1) + O2)
7(1)= O(1)
Tm)+T(n-1)+..+T(2)+1(1)=T(n-1)+T(n-2)+..+7(1)+ O(n) +O(n-1) +..+0(2)+
O(1)

czyli mamy:
T(m)+Tm-1)+..+102)+T(1)=
T(n-1)+T(n-2)+..+7(1)+ O(n) +0O (n-1)+ ...+ O2) + O(1)
Po dodaniu stronami i uproszczeniu otrzymano:
T(n):T(1)+ZN:O(n):T(1)+O(N2)dla ne Om)

Mamy wiec dla sortowania babelkowego: T(n)= O(N°)

Metoda podstawiania

Metoda rozwiazywania rownan rekurencyjnych przez podstawianie polega na
przyjeciu postaci rozwiazania, a nastgpnie wykazaniu przez indukcje, ze jest ono
poprawne. Metoda moze byC¢ uzyta do okreslenia albo goérnego albo dolnego
oszacowania warto$ci rozwigzania rekurencji.

Udowodnij, ze T (m)=0(’) dla T(n)<=T(n-1)+n, gdzie T(n) jest rekurencja dla
sortowania babelkowego
Otrzymano: T(n)<=(n-1)"+n=n’-2n+1+n=n"-n+I1<=n"
czyli T(n)=0(n’)
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Przyklad 1

Przyktad rekurencji dla algorytmu sortowania przez tqczenie

ol), jeslin =1
T(n) = [ T(/n/2 )+ T([n/2.)) + On), jeslin> 1

a) Zalozenia:
e argumentami funkcji sa liczby catkowite

e czas dzialania algorytmu dla danych wejsciowych o stalym rozmiarze jest staty,
stad przyjmuje si¢, ze czas dziatania algorytmu da matych rozmiaréw danych
wejsciowych N jest staly. Na podstawie tego zatozenia rekurencja dla algorytmu
sortowania przez laczenie bez podawania wartosci dla matych N jest nastgpujaca:

T(n) = 2T(n/2) + On)

Metoda rozwiazywania rownan rekurencyjnych przez podstawianie polega na
przyjeciu postaci rozwigzania, a nastgpnie wykazaniu przez indukcje, ze jest ono
poprawne. Metoda moze byC¢ uzyta do okreslenia albo gornego albo dolnego
oszacowania warto$ci rozwigzania rekurencji.

b) Rozwiazanie rekurencji dla algorytmu sortowania przez faczenie

o T(n) = 2T(n/2) + Om)— T(n) = 2T([n/2)) + n

e odgadnigte rozwiazanie: T(n) = O(n lg n), nalezy udowodni¢, ze T(n) <c n Ign
(gdzie Ign =lgyn)

e rozwiazanie: T([n/2.)) < (c[n/2/lg (In/2))),
czyli

T(n)<2 (c[n/2/lg (In/2)))+ n<cn lg(n/2)+ n= cn lgn - cnlg2+n= ¢ n lgn - cn+n

T(m) <cnlgndlac>21n2>2.

¢) Wynik: czas dzialania procedury sortowania przez laczenie jest rowny
O(n Ign).
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Przyklad 2 - rozwigzanie rekurencji dla algorytmu sortowania szybkiego
a) przypadek pesymistyczny:

o I(n)= 1$<a_x(T () +T(n—9))+@n), gdzie q oznacza podzial obszaru danych, z ktorych

jeden ma co najmniej 1 element.

e odgadnigte rozwiazanie On’), stad nalezy udowodni¢, ze T(n) < cn’

e rozwigzanie T(n) < max (cq +c(n—q)")+06(n)

1<g<n-1

T(n) < max(q’ +(n~ g+ <12 +c(n—1y =ci —2c(n- <crf,

<g<n-1
W przypadku pesymistycznym czas dzialania procedury sortowania szybkiego
jest réwny O(n).
b) przypadek sredni

1 n—1
J T(ﬂ)=;(T(1)+T(n—1)+Z(T(Q)+T(H—Q)))+®(n)
e odgadnigte rozwiqzanie O(n lgn) stad nalezy udowodni¢, ze T(n) <an lgn + b

® rozwigzanie: ( T()+T(n- 1)__(®(1)+®( ")= an), czyli

n—l

n—1 2 n—1
T(n)=— LS Tq)+ Tn—g))+00m) = ZT(k) +O(n) <= (aklgk +b)+O(n)

q=1 n -

2anzllklgk+—(n 1)+6(n),

. n—1 1 1 i n—1 1 )
gdzie zaktadamy D _klgk< 5712 lgn——n2 , gdyz D klgk< Enz Ilgn—-Q(n’), czyli
k=1 k=1

n=1 [n/2]-1 n=1 [n/2]-1 n—1 [n/2]-1

Zklgk Zkzgk+ > klgk<dgn-1) Zk+1gn Zk zgnZk >k
k=1

k=[n/2] k=[n/2]

1 I 1
s—n(n—uzgn——(f—l)E SEnzlgn—gnz,Sta_d

2a 1
T<™ (i lgn- —n)+ (=Y+&m) < anlgn-“n+2b+ Ofn)

=anlgn+b>b +(b- Zn + O(n)), czyli T(n) < anlgn +b

W przypadku Srednim czas dzialania procedury sortowania szybkiego jest
rowny O(n Ign).
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Drzewa algorytmow

1) Przypadek najlepszy
T(n) =2T(n/2) +n
A n » n
\ > n
Ign

_.n
(4 (") .

@@@@@

v
©(nlgn)
2) Przypadek najgorszy
T(n) =T(1)+ T(n-1) + O(n), gdzie T(1)= O(1)
T(n) = T(n-1) +O(n), czyli po zastosowaniu metody iteracyjne;j
T(n)=) O(k)=0(Q k) =0(n>)
k=1 =
A n > N
\ > n
n
() 2 o
O %
G / —> 3
2
v
A’
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3) Przypadek zrownowazony

T(n) = T(n/10) + T(9n/10) + n

AA n

/10
e / \

/100 /100

/N

10810/9 n

4) Przypadek Sredni

\

IM/10 >

ANl

9n/100 81n/100

/N

811000 7290/1000 »

©(nlgn)

Stanowi potaczenie przypadku najgorszego, najlepszego i zrObwnowazonego i jest

rowny O(n g n).
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Metoda rekurencji uniwersalnej
Twierdzenie o rekurencji uniwersalnej

Niech a > 1 1 b > [ begda statymi, niech f(n) bedzie pewna funkcja 1 niech T(n)
bedzie zdefiniowane dla nieujemnych liczb catkowitych przez rekurencjg:

T(n) = aT(n/b) + f(n),

gdzie n/b oznacza /n/b/lub /n/b /. Wtedy funkcja T(n) moze by¢ ograniczona
asymptotycznie w nastgpujacy sposob:

1. Jesli f(n)=0(n198,7) dla pewnej statej € >0, to T(n) = O(nl08,1y |
2. Jesli £ (n) = O(n198:) . to T(n) = O(n1°81gn) .

3. Jesli f(n) = Q(»!98,5%) dla pewnej stalej &> 01 jesli affn/b) <cf(n) dla pewnej
stalej ¢ < I 1 wszystkich dostatecznie duzych n, to T(n) = O(f(n)).

Metoda rekurencji uniwersalnej podaje ,,uniwersalny przepis” rozwigzywania
roOwnania rekurencyjnego postaci:

T(n) = aT(n/b) + f(n),
gdzie a > 1 1 b>1 sa statymi, a f(n) jest funkcja asymptotycznie dodatnia. Rekurencja
opisuje czas dziatania algorytmu, ktory dzieli problem rozmiaru n na a
podproblemow, kazdy rozmiaru b/n, gdzie a 1 b sa dodatnimi stalymi. Kazdy z
a podproblemdw jest rozwigzywany rekurencyjnie w czasie T(n/b). Koszt dzielenia
problemu oraz taczenia rezultatow cz¢sciowych jest opisany funkcja f(n). Metoda
rekurencji uniwersalnej wymaga rozwazenia trzech przypadkoéw. W kazdym z trzech

log,« Tntuicyjnie, rozwiazanie

log a

przypadkéw poréwnujemy funkcje f(n) z funkcja n
rekurencji zalezy od wigkszej z tych dwoch funkeji. Jesli funkcja n jest
wigksza, to rozwiazaniem jest przypadek (1), jesli jest mniejsza to rozwigzaniem jest
przypadek (3). Jesli obie funkcje sa tego samego rzedu, to prawa strong¢ mnozymy
przez czynnik logarytmiczny 1 rozwigzaniem jest przypadek (2).

Ograniczenia:

log a

e funkcja f{n) musi by¢ wielomianowo mniejsza niz n w przypadku (1), czyli

mniejsza o n°

e funkcja f(n) musi by¢ wielomianowo wicksza niz n!°8. w przypadku (3) czyli
wieksza o n°oraz  af{n) <bf(n)
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Przyklad 1.

Zastosowania metody rekurencji uniwersalnej do okreSlenia rzedu zlozonoSci
obliczeniowej sortowania przez kopcowanie (stogowego)

a) czas dzialania procedury Przywroc kopiec moina wyznaczy¢ za pomocg
metody rekurencji uniwersalnej

T(n) = al(n/b) + f(n)
Najgorszy przypadek w sortowaniu wystepuje, gdy ostatni rzad w drzewie jest
wypehiony doktadnie do potowy oraz podrzewo lewe ma wtedy nie wigcej niz 2n/3
wezlow. Stad czas dziatania procedury Przywroc kopiec jest opisany rekurencja:

T2(n) < T(2n/3) + (1)
Mamy a = I, b = 3/2, fin) =6(1), a nl°&* =,108,. = ,” = ] Zastosowano
przypadek (2), gdyz f(n)= ®(n10gb”) = O(1), stad T(n)= O(lg n).

Oznacza to, ze czas dzialania procedury Przywroc kopiec zalezy od wysokos$ci
kopca h = Ign, jesli jest wywolana w wezle o wysokosci 4.

b) czas dzialania procedury Zbuduj kopiec (petla for) mozna wyrazi¢ jako:

gnll 4, gl p
Tin) = 2{2—]00:) =0(n2,50).

Wyrazenie n/2"! wyznacza liczbe weztow o wysokosci 2 w kopcu zawierajacym n
elementow. Czas dzialania algorytmu Przywroc kopiec w wezle o wysokosci 4
wynosi O(h).

Dla n —oo mamy 22

h=0

2 h 1/2
h 2:2
(1-1/2) ’

Zbuduj kopiec jest wyrazony jako:

<
Ti(n) - O(n;O 2i)=0(n)

stad czas dziatania procedury

czyli tworzenie kopca w nieuporzadkowanej tablicy jest wykonywane w czasie
liniowym O(n)

¢) czas dzialania procedury Sort_kopiec jest rowny O(n Ig n), gdyZ mamy:
T(n) =TI(n) + (n-1) T2(n) = O(n) + (n-1) O(lgn) <O(nlgn)

gdzie T1(n) jest czasem dziatania procedury Zbuduj kopiec, a czas dziatania
procedury Przywroc kopiec, wywotywanej n-1 razy, jest okreslony wyrazeniem
T2(n).
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5. Wydajnos$¢ algorytméw sortowania - podsumowanie
(wg R. Sedgewick: Algorytmy w C++)

rodzaj\n |12500 |25000 {50000 |100000 |200000 |400000 [800000
szybkie 2 5 11 24 52 109 241
faczenie |5 12 23 53 111 237 524
zstepujace

faczenie |5 11 26 59 127 267 568
wstepujace

rodzaj\n 12500 {25000 {50000 100000 [{200000 [400000 |800000
szybkie 2 7 13 27 58 122 261
taczenie 5 11 24 52 111 238 520
zstepujace

kopcowanie |3 8 18 42 100 232 547
zstepujace

rodzaj\n |12500 {25000 {50000 | 100000 |200000 (400000 |800000
szybkie 2 5 10 21 49 102 223
pozycyjne |5 8 15 30 56 110 219

od cyfry

najmniej

Znaczacej

D=16

pozycyjne |52 54 58 67 296 119398 1532492
od cyfry

najbardziej

znaczacej

D=16
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