Wyklad 9 - struktury rekurencyjne uporzadkowane
1. Zst¢pujace drzewa 2-3-4

2. Drzewa wywazone czerwono-czarne
3. B-drzewa - - wyszukiwanie zewngtrzne
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1. Zst¢pujace drzewa 2-3-4
(wg R.Sedgewick: Algorytmy w C++):

Definicja 1

Drzewo poszukiwan 2-3-4 to drzewo, ktére albo jest puste, albo zawiera trzy

rodzaje weztow:

e 2- wezly z jednym kluczem, lewym laczem do drzewa z mniejszymi kluczami 1
prawym taczem do drzewa z wigkszymi kluczami

o 3-wezly z dwoma kluczami, lewym taczem do drzewa z mniejszymi kluczami,
srodkowym faczem do drzewa z kluczami o wartosciach kluczy zawartych
pomiedzy wartosciami kluczy wezla 1 prawym taczem do drzewa z wigkszymi
kluczami

o 4-wezly z trzema kluczami 1 czterema faczami do drzew z warto$ciami kluczy
zdefiniowanymi przez zakresy zawartych w wezle kluczy.

Definicja 2: Zréwnowazone drzewo poszukiwan 2-3-4 to drzewo poszukiwan
2-3-4 z wszystkimi taczami do pustych drzew znajdujacymi si¢ w takiej same;j
odlegtosci od korzenia.

Twierdzenie 1: Wyszukiwanie w n-weztowych drzewach 2-3-4 odwiedza
najwyzej lgn +1 we¢ztow

Twierdzenie 2: Wstawianie do n-wezlowego drzewa 2-3-4 wymaga w
najgorszym przypadku mniej niz lgn+I podzialdw wezla 1 wydaje sig, ze
wymaga srednio mniej niz jednego podziatu wezta.

/O / Podziat 4-wezta jest mozliwy, jesli
nie jest on potomkiem 4-wezfa:
e przekazanie srodkowego klucza

do przodka 1 zamiana na dwa

/Q 2-wezly
zamiana przodka na wezet o 1
rzad wyzszy ( 2-wezel na 3-wezel

oraz 3-wezel na 4-wezel) z
przytaczonymi dwoma 2-weztami
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Przyktad 1: Wstaw nastepujacy ciag: 8,6, 7,9,3,11,2,5,4,10, 15, 13 do
drzewa 2-3-4

B 5\ /@
i

/

DT R | B

Algorytm wstawiania:

1. Wyszukaj miejsce wstawienia w wezle typu iS¢

2. Jesli podczas wyszukiwania napotkasz na 4-wezef, podziel go na dwa 2-wezly
przekazujac do ojca klucz srodkowy oraz zamien tacza (bez zmiany dolnych
weziow oraz weztow powyzej ojca)

3. Po osiagnigciu dotu drzewa wstaw nowy wezet bezposrednio przez
przeksztatcenie albo 2-wezta w 3-wezel, albo 3-wezla w 4-wezel

4. Jesli korzen drzewa staje si¢ 4-wezlem, rozdziel go na trojkat ztozony z trzech
2-weztow. Jest to jedyny przypadek wzrostu drzewa w gore o jeden poziom
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2. Drzewa wywazone czerwono-czarne
(wg R.Sedgewick: Algorytmy w C++):

Drzewo czerwono-czarne stanowi wygodna reprezentacje abstrakcyjna
drzew 2-3-4. Polega ona na przedstawieniu drzew 2-3-4 jako standardowych
drzew poszukiwan binarnych posiadajacych w kazdym wezle dodatkowa
informacj¢ do zakodowania 3-wezlow 1 4-wezlow.

Wystepuja dwa typy tacz:
o czerwone, ktore wiaza razem poddrzewa binarne zawierajace 3-wezfy 1 4-wezly
e czarne, ktore wiaza razem drzewo 2-3-4.

Twierdzenie 3: Wyszukiwanie w drzewie czerwono-czarnym z n weztami
wymaga mniej niz 2/gn +2 poréwnan.

Twierdzenie 4: Wyszukiwanie w drzewie czerwono-czarnym z n weztami,
zbudowanymi z losowych kluczy, uzywa srednio okoto 7,002 Ign poréwnan.

Definicja 3: Czerwono-czarne drzewo poszukiwan binarnych jest drzewem
poszukiwan binarnych, w ktorym kazdy wezet jest oznaczony jako czerwony
albo czarny z dodatkowym ograniczeniem, ze na zadnej sciezce od zewngtrznego
tacza do korzenia nie mogq wystqpic¢ dwa kolejne czerwone wezty.

Definicja 4: Zrownowazone czerwono-czarne drzewo poszukiwan binarnych jest
czerwono-czarnym drzewem poszukiwan binarnych, w ktorym wszystkie $ciezki
od zewnetrznego tacza do korzenia majq te samq liczbe czarnych weztow.

Algorytm tworzenia drzewa czerwono-czarnego:

1. Wyszukaj w drzewie binarnym miejsce do wstawienia nowej danej jako 1i§¢

2. Podczas wyszukiwania kazdy 4-wezef rozdziel na dwa 2-wezly, przelaczajac
bajt koloru we wszystkich trzech weztach.

3. Po osiagnieciu dotu drzewa utworz nowy czerwony wezet dla wstawianego
elementu.

4. Podczas powrotu w gore drzewa (po wywotaniu rekurencyjnym) sprawdz, czy
nalezy wykonac rotacje:

4.1. Jesli sciezka wyszukiwania ma dwa czerwone we¢zly z ta sama orientacja
(dwa przej$cia w dot, albo na lewo, albo na prawo), wykonaj pojedyncza
rotacj¢ od gornego wezta, nastepnie przetacz bit koloru, aby zrobi¢ 4-wezet

4.2. Jesh Sciezka wyszukiwania ma dwa czerwone tacza z r6zna orientacja
(dwa przejscia w dol, albo na lewo 1 na prawo, albo na prawo i na lewo),
wykonaj pojedyncza rotacj¢ od dolnego wezta, przechodzac do przypadku
4.1 w nastepnym kroku w gore drzewa.
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Przedstawianie i przeksztalcanie 3-weztow i 4-wezlow jako potomkow 3-wezla za
pomocq zrownowazonych poddrzew binarnych

g% @ typedef ROsobaC*
AR row

o A struct ROsobaC

{ OSOBA Dare;
/@\ 6 N/ b int Czerwony;

/ N\ / N\ PosobaCLewy Prawy;

e 1@\/@ 3
= ;3’ ;gb N

=& é\wmﬁ

:% éb m&;{ég 2
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Przyktad 2 - Dla ciagu z przyktadu 1 (8, 6, 7,9, 3, 11, 2, 5, 4, 10, 15, 13) wykonaj
roOwnowazne drzewo czerwono-czarne

/N /TN
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3. B-drzewa - wyszukiwanie zewnetrzne
(wg R.Sedgewick: Algorytmy w C++):

Wyszukiwanie zewngtrzne ma ogromne znaczenie praktyczne w  celu
uzyskania dostepu do elementow w bardzo duzych plikach.

Szczegdlnie wazne sa takie algorytmy, ktore stanowia abstrakcyjny model
efektywnego rozwiazania problemu wyszukiwania:
e dla urzadzen dyskowych
¢ lub w Srodowiskach z adresowang ogromna pamig¢cia wirtualna.

Zalozenia algorytmow:

e dostep sekwencyjny jest mniej kosztowny niz niesekwencyjny, stad stosowanie
abstrakcyjnego modelu strony zachowujacego charakterystyke urzadzen
zewngetrznych (blok w systemie plikow; strona w systemie pamigci wirtualnej)

e na stronie nie trzymamy rzeczywistych danych, lecz referencje do nich (adresy
stron lub interefejs do bazy danych) oraz kopie kluczy (aby uniknaé
problemow zwiazanych z integralno$cia danych). W rzeczywistych
implementacjach nalezy referencje zastapi¢ wlasciwymi mechanizmami
dostgpu do danych (np. mechanizm dostgpu w srodowisku pamigci wirtualnej)

e unikanie uzalezniania si¢ od wlasnosci fizycznych okreslonych urzadzen
fizycznych w celu uzyskania szczytowej wydajnosci, lecz dazenie do uzyskania
dobrej wydajnosci na wielu ré6znych komputerach

e algorytmy Szukaj, Wstaw okreslaja dobra wydajnos¢ projektowanym systemom

Definicja 5: Strona stanowi zwarty blok danych. Sondowanie jest pierwszym
dostgpem do strony.

Definicja 6: B-drzewo rzedu m to drzewo, ktore jest puste albo zawiera k-wezly z
k-1 kluczami 1 k {qczami do drzew reprezentujacych kazdy z k przedzialow
ograniczanych przez klucze 1 posiada nastgpujace wlasnosci strukturalne: dla
korzenia k musi zawiera¢ si¢ pomiedzy 2 1 m, zas dla kazdego innego wezla
pomiedzy m/2 1 m (tak aby zmiescil si¢ na stronie); zas wszystkie tacza do
pustych drzew musza si¢ znajdowac si¢ w tej samej odlegtosci od korzenia.

Rozpatrywany model B-drzewa posiada nastgpujqce wlasnosci:

e uogolnia drzewa 2-3-4 do drzew zawierajacych od m/2 do m weztow

e reprezentuje wielokierunkowe wezty jako tablice elementow i taczy

e implementuje indeks zamiast struktury wyszukiwania zawierajacej elementy
(wezly zewngtrzne zwieraja klucze oraz referencje do elementéw oraz wezly
wewngtrzne kopie kluczy z referencjami do stron)

e rozdziela struktur¢ od dotu ku gorze

e oddziela indeks od elementow.
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Przyktad 3 - budowa B-drzewa dla przyktadowych danych

Autor: Zofia Kruczkiewicz, p.325 C3
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Algorytm tworzenia B-drzewa

1. Wyszukaj rekurencyjnie w wezlach wewnetrznych (wysoko$¢ dodatnia B-
drzewa) pierwszy klucz wigkszy niz klucz wyszukiwania 1 wykonaj
wyszukiwanie w poddrzewie wskazanym przez poprzedzajace ten klucz tacze.

2. Po dojsciu do wezta zewnetrznego (wysokos¢ zerowa B-drzewa) sprawdz, czy
jest tam element réwny kluczowi lub wigkszy od klucza 1 wstaw nowy element
przed nim, rozsuwajac elementy tablicy strony zewngtrzne]

3.Jesli po wstawieniu nastapi wypetnienie tablicy, podziel wezel na dwie
,potowki”, tworzac nowy wezet zewngtrzny z danymi z drugiej polowki
starego wezta (po wstawieniu nowego elementu). Nastepnie wstaw do wezta
wewnetrznego (ojca) nowy element zawierajacy kopie pierwszego klucza i1
wskazanie na nowy wezel zewngtrzny.

4. Po wstawieniu nowego elementu do wezta wewngtrznego po podziale w kroku
3, jesli nastapito przepetienie tablicy wezta, podziel w taki sam sposob wezet
wewnetrzny przemieszczajac potowe wiekszych kopii kluczy oraz wskazania
na odpowiadajace im wezly potomne do nowego wezta wewnetrznego. Jesli to
konieczne, rozszerz podziaty na cala droge wyszukiwania az do korzenia.

Twierdzenie 5: Wyszukiwanie 1 wstawianie w B-drzewie rzgdu m z n
elementami wymagaja liczby sondowan z przedziatu pomiedzy log,, n 1 log,,» n -
dla zastosowan praktycznych jest to liczba stata.

Twierdzenie 6: Oczekiwana liczba stron B-drzewa rzedu m zbudowanego z n
losowych elementow wynosi okoto /.44 n/m.
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Definicja we¢zta B-drzewa

#ifndef STRUKT
#define STRUKT
const int DL=10;
struct OSOBA

{ int Numer,

char Nazwisko[DL];

X

#endif

/IB_drzewo — plikB_DRZEW.H

#ifndef BDRZEWO
#define BDRZEWO
#include "strukt.h"

const int N=4;
struct Strona;
typedef Strona* PStrona;

struct Element

{ int Klucz;
OSOBA* Dane;
PStrona Nastepna;

%

struct Strona

{int lle;

Element B_tab[N];
%

typedef void(* zrob)(OSOBA&);

void Inicjalizacja (PStrona& Wezel,int& Wysokosc);

void Wstaw(PStrona& Wezel, OSOBA* N_dane, int& Wysokosc);
PStrona WstawB(PStrona Wezel,int Wysokosc,OSOBA* N_dane);

int Szukaj(PStrona Wezel, int Klucz, int Wysokosc, OSOBA& Dane);

int Nowa_Strona(PStrona& Nowa);

void Dla_kazdego(PStrona Wezel, zrob funkcja, int Wysokosc);

void Dla_jednego(PStrona& Wezel, zrob funkcja, int Klucz,int Wysokosc);
#endif

Autor: Zofia Kruczkiewicz, p.325 C3 USMZ Algorytmy i struktury danych, Wyktad 9



#include "B_. MDRZEW.H"
#include <string.h>
#include <conio.h>
#include <stdio.h>

int Nowa_Strona(PStrona& Nowa)

{ Nowa= new Strona; I/nowy wezet albo li$¢
if (Nowa == NULL) return O;
Nowa->lle=0; Il z zerowa liczbg danych
return 1;}

void Inicjalizacja (PStrona &Wezel,int& Wysokosc)
{ Wysokosc= 0; /finicjalizacja danych Bdrzewa- wysoko$¢ réwna 0O
Nowa_Strona(Wezel); }

int Szukaj(PStrona Wezel, int Klucz, int Wysokosc, OSOBA& Dane)
{ inti; /lposzukiwanie danej wg klucza z przekazanie kopii danej Dane z liScia
if (Wysokosc == 0)
{ for (i=0; i<Wezel->lle;i++)
if (Klucz==Wezel->B_tab[i].Klucz)
{ Dane=*Wezel->B_tab[i].Dane; //pobranie kopii znalezionej dane;j z liscia
return 1; }
}
else /lposzukiwanie liscia z danymi przechodzgc przez wezty z kluczami
for (i= 0; i< Wezel->lle; i++)
if (i+1== Wezel->lle || Klucz < Wezel->B_tab]i+1].Klucz)
return Szukaj(Wezel->B_tab[i].Nastepna, Klucz, Wysokosc-1, Dane);
return O;

}

PStrona Podzial (PStrona Wezel)
{inti;
PStrona Nowa=NULL;
if (Nowa_Strona(Nowa)) Ilpodziat liscia lub wezta z kluczami
{ for (i=0; i< N/2; i++)
Nowa->B_tab[i]= Wezel->B_tab[N/2+i]; //do nowego wezta potowa danych
Wezel->lle= N/2; Nowa->lle= N/2; }
return Nowa;} /lzwrot nowego wezta z potowg danych starego wezta
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PStrona WstawB(PStrona Wezel,int Wysokosc,OSOBA* N_dane)
{iint i=0, j=0; Element Pom; PStrona Nowa;
int Klucz= N_dane->Numer;
Pom.Klucz= Klucz;
Pom.Dane=N_dane;
Pom.Nastepna=NULL;

if (Wysokosc== ) /lwysoko$¢ =0 oznacza poziom lisci w B-drzewie
while (j < Wezel->lle) /lposzukiwanie miejsca w lisciu do wstawienia
{if (Klucz < Wezel->B_tablj].Klucz) break; /i przejscie do wstawiania elementu z danymi
else j++; } // na wtasciwe miejsce (réwniez po podziale liscia)
else
{ if (K|UCZ < Wezel->B_tab[0].KIucz) /Izmiana pierwszego klucza w pierwszym wezle,
Wezel-> B_tab[O].KIucz= Klucz; /1 jesli pojawit sie klucz mniejszy

while (J < Wezel->||e) /Iwstawianie klucza na whasciwe miejsce, gdy wysokos$¢ B-drzewa jest
{if (j+1== Wezel->lle || Klucz < Wezel->B_tab[j+1].Klucz) / wigksza od 0
{ Nowa=WstawB(Wezel->B _tab[j++].Nastepna, Wysokosc-1,N_dane);
if (NOW == NULL) return NULL, /Inie podzielono wezta
Pom.Klucz= Nowa->B_tab[0].Klucz;
Pom.Nastepna= Nowa;
break; } /I przejscie do wstawiania elementu z kluczem na wtasciwe miejsce po podziale nastepcy
j+H+;}
}
for (i= Wezel->lle; i>j;i--)

Wezel->B_tab[i]= Wezel->B_tab[i-1 ]; /Irozsun elementy tablicy w miejscu j i wstaw
Wezel-> B_tab[j]= Pom; /Inowy element z kluczem i danymi, gdy wezet jest lisciem
Wezel->lle++; /lub tylko z kluczem, gdy wezet zawiera tylko klucze
if (Wezel->|le < N) return NULL,; /jesi tablica nie jest zapetniona, zakorcz wstawianie
else return Podzial(Wezel); } /jesii tablica jest petna, podziel wezet: lis¢ albo wezet z kluczami

void Wstaw(PStrona& Wezel, OSOBA* N _dane, int& Wysokosc)
{ PStrona Nowa, Pom;
Nowa= WstawB(Wezel, Wysokosc, N_dane); //wstawia sie nowa dang
if (Nowa !'=NULL) //nastapit podziat wezta: liscia albo wezta z kluczami
{if (! Nowa_Strona(Pom)) return;
Pom->lle= 2;  /itworzenie nowego wezta z kluczami jako przodka podzielonego wezta
Pom->B_tab[0].Klucz= Wezel->B_tab[0].Klucz;
Pom->B_tab[1].Klucz= Nowa->B_tab[0].Klucz;
Pom->B_tab[0].Nastepna= Wezel; //referencja do starego wezta z potowg danych
Pom->B_tab[1].Nastepna=Nowa; //referencja do nowego wezta z potowa danych
Wezel= Pom; IInowy wezet
Wysokosc++; }
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void Dla_kazdego(PStrona Wezel, zrob funkcja, int Wysokosc)
{inti, j; Ilwy$wietlanie zawartosci drzewa
if (Wezel I=NULL)
{ printf("\nWys: %d\n",Wysokosc);
if (Wysokosc==0) Ilwy$wietlanie zawartosci lisci Bdrzewa wraz z danymi
for (i= 0; i< Wezel->lle ;i++)
funkcja(*Wezel->B_tabli].Dane);
else
{ for (i= 0; i<Wezel->lle;i++) //wyswietlanie zawartosci weztéw Bdrzewa z kluczami
printf(" Klucz: %d", Wezel->B_tabli].Klucz);
printf("\n");

for (j= 0; [<Wezel->lle;j++)
/lprzejscie do nastepcéw danego wezia: albo lisci albo weztéw z kluczami

Dla_kazdego(Wezel->B_tablj].Nastepna,funkcja, Wysokosc-1); }
}

/lwykonanie operacji na danej okreslonej wartoscig danej klucz
void Dla_jednego(PStrona& Wezel,zrob funkcja, int klucz, int Wysokosc)
{OSOBA Dane;
if (Szukaj(Wezel, klucz, Wysokosc, Dane) )
funkcja(Dane); }

#ifndef DODATKI //plik DODATKI.H
#define DODATKI
const int POZ=4;

//4. funkcje ogolnego przeznaczenia
void Komunikat(char®);
char Menu(const int ile, char *Polecenial));
#endif

#include <conio.h>
#include <stdio.h>
#include "dodatki.h"

char Menu(const int ile, char *Polecenia[])
{ clrscr();
for (int i=0; i<ile;i++)
printf("\n%s",Poleceniali);
return getch(); }

void Komunikat(char* s)
{ printf(s); getch(); }
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#ifndef WE_WY /Iplik WE_WY.H
#define WE_WY
#include "strukt.h"

/13. funkcje wel/wy dla struktur

void Pokaz_dane (OSOBA &Dana);
OSOBA Dane();

int Podaj_klucz();

#endif

#include <conio.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include "we_wy.h"
#include "strukt.h"

OSOBA Dane()

{
char bufor[DL+2];
OSOBA Nowy;
bufor[0]=DL,;
Nowy.Numer=Podaj_klucz();
printf("\nnazwisko: ");
strcpy(Nowy.Nazwisko,cgets(bufor));
return Nowy;

}

int Podaj_klucz()
{ int Klucz;
do
{ printf("\nPodaj klucz: ");
} while (scanf("%d",&Klucz)!=1);
return Klucz;

}

void Pokaz_dane(OSOBA &Dana)

{clrscr();
printf("\nNumer: %d\n", Dana.Numer);
printf("Nazwisko: %s\n", Dana.Nazwisko);
printf("Nacisnij dowolny klawisz...\n"); getch();

}
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//B-drzewo

#include <conio.h>
#include <string.h>
#include <stdio.h>
#include "B_. MDRZEW.H"
#include " DODATKI.H"
#include "WE_WY .H"

char *Polecenia[]={ "1 : Wstawianie Bdrzewa ", "2 : Wydruk drzewa",
"3 : Wyswietlenie elementu drzewa",
"Esc - Koniec programu"};

void Wstaw_do_drzewa B(PStrona& Poczatek, int& Wysokosc);
void Dla_jednego (PStrona &Poczatek, zrob funkcja, int Wysokosc);
void main(void)
{ PStrona Poczatek B; int Wysokosc; //dane Bdrzewa
char Co;
Inicjalizacja(Poczatek B, Wysokosc);
do
{ Co = Menu(POZ,Polecenia);
switch(Co)
{case '1' : Wstaw_do_drzewa B(Poczatek B, Wysokosc); break;
case '2' : Dla_kazdego(Poczatek B, Pokaz_dane, Wysokosc); break;
case '3' : Dla_jednego (Poczatek B, Pokaz_dane, Wysokosc); break;
case 27 : Komunikat("\nKoniec programu"); break;
default : Komunikat("\nZla opcja"); }
} while (Co!=27);
}

void Wstaw_do_drzewa B(PStrona& Poczatek, int& Wysokosc)
{OSOBA* Dana = new OSOBA,;
if (Dana==NULL) Komunikat("\nBrak pamieci");
else
{*Dana= Dane();
Wstaw(Poczatek, Dana, Wysokosc);}

}
void Dla_jednego (PStrona &Poczatek, zrob funkcja, int Wysokosc)
{ int Klucz;
if (Poczatek==NULL) Komunikat("\nDrzewo puste");
else

{ Klucz=Podaj_klucz();
Dla_jednego(Poczatek,Pokaz_dane, Klucz, Wysokosc);} }
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