Wyktad 13
Grafy, algorytmy grafowe

1. Typy ziaronasci obliczeniowej

Typ zlazonasci  |oznaczenie n

Jedna operacja trwaud 10 50 100
logarytmiczna Ign 0.000003 s 0.000006 s 0.000007 s
liniowa n 0.00001 s | 0.00005 s 0.0001 s
Logarytmiczno- |nign 0.000033 s|0.000282 s 0.000664 s
liniowa
kwadratowa A 0.0001s | 0.0025s 0.01s
Wielowamianows n® 0.001 s 0.008 s 1s
(k-stopien k=3
wielomianu)
wyktadnicza ) 0.001024 s| 35.6 lat 4,0087*f0at
wyktadnicza n! | n! 3.6288 s 2.63136*F0t |2.9613*10%at
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2. Reprezentacje graft
Macierz incydencji — w programach przedstawiana jako tablica dwuwyomia,
gdzie indeksy wierszy reprezergupumery wierzchotkow, a indeksy kolumn
oznaczag humery krawdzi. Elementy réwne 1 oznaczakrawgdzie oznaczone
numerami kolumn incydentne z wierzchotkiem oznageomumerem wiersza
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Lista incydenciji jest efektywia postaca macierzy incydencji — w programach

reprezentowana przez.

 tablice struktur, ktore zawieranumer wierzchotka oraz wskaik na list
krawedzi incydentnych do danych wierzchotkow; lista kedwi incydentnych
zawiera elementy, ktore mapumer wierzchotka i wskaik na taki element (a)

* lista elementow zawierggych numer wierzchotka, wskaik na list krawedzi
incydentnych do danych wierzchotkéw (jw) oraz wakia na taki element (b)
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Wiasnosci macierzy incydencijt

1. Jali kazda kravgdz jest incydentna do dwoch wierzchotkéw, to wdtej
kolumnie mamy tylko dwie jedynki

2. Wiersz z samych zer reprezentuje wierzchotelovzany

3. Retla jest reprezentowana przez jededyniec

4. Krawgdzie rownolegte tworgdwie identyczne kolumny w macierzy

5. Jdli graf jest niespgjny i sklada¢snp. z 2 sktadowych gl i g2, to mma je
wyrazic za pomog czsci macierzy, ktore nie mawspolnych wierszy i kolumn

6. Dwa grafy g izomorficzne, jéli roznia si¢ tylko permutacg wierszy i kolumn,
czyli jedynie r@nymi etykietami wierzchotkow i kragdzi
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Macierz sgsiedztwa grafu nieskierowaneg - w programach przedstawiana je
tablica dwuwymiarowa, gdzie indeksy wierszy i kolumeprezentwa numery
wierzchotkow, a wartéci elementéw réwne 1 oznacgajkrawgdz taczaca
wierzchotki okrglone numerem wiersza i kolumny

1 2 3 4 5 6
1 |10 |2 |0 |0 0O
2 /1 |0 |1 |0 |10
3 0 |1 |0 |1 |01
4 10 10 |1 10 1|0
5 0 |1 /0|1 /0]O0
6 0 |0 |1 |0 |00

Lista sasiedztwajest efektywia pamgciowo postaa macierzy gsiedztwa —

w programach reprezentowana przez:

« tablice struktur, ktore zawierapumer wierzchotka oraz wskaik na list
wierzchotkow gsiadupcymi z danym wierzchotkiem; lista wierzchotkow
sasiadupcych zawiera elementy, ktére majumer wierzchotka oraz wskaik
na taki element (a)

* lista elementéw zawierggych numer wierzchotka, wskiaik na list
wierzchotkow gsiadupcymi z danym wierzchotkiem (jw) oraz wskak na taki
element (b)

1 B 2 (a) 1 Lyl 2 (b)
v

2_>1_>3_>5 2 L 1 [ 3 || 5
¥

3 » 2 |» 4 » 6 ?—»2—>4—>6
. 4

5 » 2 » 4 ?—»2—>4
v

6 » 3 6 |» 3

Wilasna¢ macierzy gisiedztwa

1. Elementy wzdha gidwnej przektnej @1 rowne 0, jéli graf nie ma ptli, oraz 1
jesl ma petle

2. Nie mana wyraz¢ krawedzi rownolegtych

3. Wiersz i kolumny musizby¢ ustawione w tym samym paadku. Oznacza toe
przestawienie dwoch wierszy wymaga przestawienmowthdaacych kolumn

4. Jdli graf jest niespojny i skladagsnp. z 2 sktadowych g1 i g2, to mma je
wyrazic za pomog czsci macierzy, ktore nie mawspolnych wierszy i kolumn
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Macierz sasiedztwa grafu skierowaneg - w programach przedstawiana je
tablica dwuwymiarowa, gdzie indeksy wierszy i kolumeprezentwa numery
wierzchotkow, a wartéci elementéw réwne 1 oznacgajkrawgdz taczaca
wierzchotki okrédlone numerem wiersza i kolumny
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Lista sasiedztwajest efektywia pamgciowo postaa macierzy gsiedztwa — w

programach reprezentowana przez:

« tablice struktur, ktore zawierapumer wierzchotka oraz wskaik na list
wierzchotkow gsiadupcymi z danym wierzchotkiem (zgodnie z kierunkiem
krawedzi); lista wierzchotkOw gsiadupcych zawiera elementy, ktore ma;
numer wierzchotka oraz wskaik na taki element (a)

* lista elementéw zawierggych numer wierzchotka, wskiaik na list
wierzchotkow gsiadupcymi z danym wierzchotkiem (zgodnie z kierunkiem
krawedzi) oraz wskanik na taki element (b)
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3. Algorytmy grafowe
3.1. Przeszukiwanie grafu ,w gab” DFS - algorytmy ,z powrotami”

Algorytmy z powrotami s wykorzystywane do rozwrywania problemow
w ktorych z okrglonego zbioru jest wybieranasekwencja obiektow tak, aby
spetiata ona okéonekryteria .

Przyktad 1
Przeszukiwanie drzewa binarnego w sposob przedrosiky jest przyktadem
przeszukiwania w ghb czyli przyktadem algorytmu z powrotami (wyktad 11)

Przyktad 2

Wynikiem przeszukiwanie grafu walg jest las zteony z jednego lub wielu drzew
przeszukiwania w gb (gdy graf jest niespdjny lub jest grafem skieroyra),
ktory zawiera wszystkie wierzchotki grafu.

G={V, E}, gdzie V jest zbiorem wierzchotkow ¢atow) i E zbiorem krawdzi
BIALY — kolor nadawany nie odwiedzonym wierzchotkom
SZARY - kolor nadawany odwiedzonym wierzchotkom
CZARNY - kolor nadawany gztowi, ktérego lista gsiedztwa zostata odwiedzona
wierzcholek
{ kolor,
odwiedzony;
czas_1;
czas_2;}

wierzcholek wierzcholki[V[G]]

DFS (G)
1. dla kadego wierzchotkau nalezacego doV[G]
{ wierzcholki[u].kolor = BIALY
wierzcholki[u].odwiedzony = 0 }
2.czas =0
3. dla kazdego wierzcholka nalezacego doV[G]
]eS|I Wierzcholki[u].kolor == BIALY /inowy wierzchotek drzewa w lesie przeszukiwarn
to WyWOJfaj DFS_V|S|T(U) /' lub nowe drzewo poszukiwari

DFS_VISIT(u)
1. wierzcholki[u].kolor = SZARY
2. wierzcholki[u].czas_1 = ++czas
3. dla kazdego wierzchotka nalezacego do listy gsiedztwa wierzchotka
{ jesli wierzcholki[v].kolor == BIALY
to Wierzcholki[v].odwiedzony = U //u-poprzednik nie odwiedzonego nastepcy v
DFS_VISIT(v) }
4. wierzcholki[u].kolor = CZARNY
5. wierzcholki[u].czas_2 = ++czas

Zofia Kruczkiewicz, Algorytmu i struktury danych, Wykiad 13, 5



Graf skierowany: D: kragdz drzewa przeszukiwania (kradz (u, v), gdy

odwiedzony zostat v), B: krayalz powrotna (réwnig dla krawedzi typu tla —

taczy v z jego przodkiem u), F: kradz w przod (hczy u z potomkiem v), C:
krawedz poprzeczna (prowadea doinnego drzewa poszukifivaw grafie

skierowanym lub niespéjnym luladzy wierzchoiki, z ktorych g tylko jeden nie
jest przodkiem drugiego),
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Wypisywanie wierzchotkéwsciezki z s do v przy zaleniu, ze drzewe
przeszukiwé zostaty wczéniej zbudowane za pomggprocedury DFS:

Drukuj (G, s, V)
1. jesli (v ==s) to wypisz (S)
lub
jesli (wierzcholki[v].odwiedzony == 0)
to komunikat ("Brak sciezki z s do v”)
lub
{ Drukuj(G, s, wierzcholki[v].odwiedzony)

wypisz(v) }

Ztozonos¢ obliczeniowa procedury DFS

Czas inicjowania tablicy (linia 1 procedury) orazas wybierania kolejnego
wierzchotka (linia 3 procedury) jest rowny O(V).

k aczny czas odwiedzania listyssedztwa kadego wierzchotka bialego jest rowny
O(E) - czas procedury DFS VISIT, gdzie E jest zorkrawdzi grafu i
odwiedzane gjedynie biate wierzchotki wdcie sisiedztwa. Kade przeszukanie
pojedynczej listy ssiedztwa jest wykonywane tylko raz dlazlago wierzchotka
nalezacego do zbioru wierzchotkéw V. &t czas dziatania procedury DFS jest
rowny O(V+E).

Uwaga:

Inne przyktady rozwizywane metoalalgorytméw z powrotami

» Problem n krélowych (ustawienie takie, aby krolasxgenie szachowaly),

» problem sumy podzbioréw (znalezieniérad zbioru przedmiotow, podzbioru o
zadanej wadze W),

» kolorowanie grafu nieskierowanego (znalezienie wHagh sposobow
pokolorowania wierzchotkow przy zastosowaniu cowyag] m kolorow, aby
sasiednie wierzchotki nie miaty tego samego koloru),

» problem cyklu Hamiltona (wyszukanie w grafie nieskwanymsciezki, ktora
rozpoczyna si na wybranym wierzchotku, odwiedzazkiy wierzchotek grafu
dokfadnie jeden raz i Kkozy st na pierwszym wierzchotku),

o optymalizacyjny problem plecakowy (przy zadomej wadze plecaka
maksymalizacja wartai chowanych przedmiotow),
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3.2. Algorytm przeszukiwania wszerz BFS- obliczanie najkrotszej$ciezki z s
do wszystkich osigalnych wierzchotkbw metod podziatu i ograniczen

Jest to usprawnienie algorytmu z powrotami. Nie znea on zadnego
okreslonego sposobu przeglania drzewa oraz jest wykorzystywany jedynie dc
problemow optymalizacyjnych.

Oblicza on w kadym wezle liczke (granig), ktora pozwoli stwierdz, czy ten
wegzet jestobiecujacy. Liczba ta jest granacwartaci rozwigzania, jakie mge
zost& uzyskane dgki rozwinigciu wezta. Jéli ta granica nie jest lepszazni
warta¢ dotychczas znalezionego rozwania, wzet jestnieobiecujgcy. Wartgé
optymalna jest albo minimalna albo maksymalna,iczgitos¢ lepsza oznacza tu
albo wkksz albo mniejsz wartag¢. W najgorszym wypadku algorytmy te maj
ztozonas¢ wyktadnicz lub gorsza od wyktadniczej.

G={V, E}, gdzie V jest zbiorem wierzchotkow §atow) i E zbiorem krawdzi
BIALY — kolor nadawany nie odwiedzonym wierzchotkom
SZARY - kolor nadawany odwiedzonym wierzchotkom
CZARNY - kolor nadawany gztowi, ktorego lista gsiedztwa zostata odwiedzona
wierzcholek
{ kolor,
odwiedzony;
czas;}

wierzcholek wierzcholki[V[G]]

BFS (G)
1. dla kadego wierzchotkau nalezacego doV[G]
{ wierzcholki[u].kolor = BIALY
wierzcholki[u].czas = -1
wierzcholki[u].odwiedzony = 0 }
. wierzcholki[s].kolor = SZARY
. wierzcholki[s].czas = 0
. Inicjuj (Kolejka)
. Wstaw(Kolejka, s)
. Dopoki 'Pusta(Kolejka)
6.1. u = Usun(Kolejka) /u nie jest usuwany z kolejki, lecz odczytany z jej poczatku
6.2. dla kazdego wierzcholka nalezacego do listy gsiedztwa wierzchotka
jesli wierzcholki[v].kolor == BIALY
to
{ wierzcholki[v].kolor = SZARY
wierzcholki[v].czas = wierzcholki[u].czas +1
wierzcholki[v].odwiedzony = u
Wstaw(Kolejka, v) }
6.3. Usun(Kolejka) /usuwany pierwszy element z kolejki

6.4. wierzcholki[u].kolor = CZARNY
Zofia Kruczkiewicz, Algorytmu i struktury danych, Wykiad 13, 10

OO WN



Wypisywanie wierzchotkow najkrotszégiezki z s do v przy zateeniu, ze drzewc
najkrotszychiciezek zostato wczmie] zbudowane za pomggprocedury BFS:

Drukuj (G, s, V)
2. jesli (v ==1s) to wypisz (s)
lub
jesli (wierzcholki[v].odwiedzony == 0)
to komunikat ("Brak sciezki z s do v”)
lub
{ Drukuj(G, s, wierzcholki[v].odwiedzony)

wypisz(v) }
Ztozonaos¢ obliczeniowa:

1) Czas operacji na kolejce jest rowny O(V). Padyan przegidaniu listy
sasiedztwa pojedynczego wierzchotka jest on usuwarkolejki. taczny czas
przeghdania listy gsiedztwa kadego wierzchotka jest rowne O(E). Inicjowanie
trwa O(V). Czas procedury BFS wynosi O (V + E).

2) Procedurdrukuj (G, s, v) dziata w czasie liniowym, gdykazde wywotanie
rekurencyjne nagpuje dlasciezki krotszej o jeden wierzchotek.

Uwaga:

Inne przykiady rozvgzywanemetoda podziatu i ograniczei

» problem plecakowy (przy zatonej wadze plecaka maksymalizacja wanto
chowanych przedmiotow)

« problem komiwojaera (znalezienie najkrotszégiezki w grafie skierowanym,
rozpoczynajcej st w danym wierzchotku, odwiedzgje] wszystkie wierzchotki
dokfadnie raz i kfczacej st w wierzchotku pocatkowym)
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3.3. Algorytm Floyda okreslania najkrotszej $ciezki w grafie — metoda
programowania dynamicznego.

Programowanie dynamiczne usuwa niedogeédnalgorytmow typu ,dziel i
zwyciczaj”, ktdére wykonuac podziaty, mog powtorzy rozwiazanie tych samych
realizacji i stag sic wtedy bardzo niewydajne.

Przyktad
1) Obliczanie liczb Fibonacciego¢du 1 w sortowaniu polifazowym z trzema
plikami metoceh programowania dynamicznego

Serie w plikacl Idealne serigNumer paiomu| Liczba] [ t Ei i (int
fL ] f3] € [ | scalaniad | serii|| /i, :b?[ﬂii‘]:' (ntn)
13 8] 0| 13| 8 6 21| fol=0;
5 | 0] 8 8 5 5 13 || it (n S 0)
0 5| 3 5 3 4 8 fl1] = 1.
31210 3] 2 3 S || for (i = 2; i<=n; i++)
1101 2] 2 1 2 3 {f[i] = f[i -1] + f[i — 2];
0 [1[1] 1] 1 1 2 ||
1 1 0] 0 1 0 0 1 || return f[n];
fl=1, fi=0 f7=f, f°=f+f dai>0 }
Jeli przyjmie sk, ze f.= T, to wzory rekurencyjne definiage cag Fibonacciego
rzedu 1:
f = fi+ f dla i > 1 oraz f =1, f_ =0

i+1 i—-1 1 0
Whiosek:Pocatkowe liczby serii na dwoch plikach muashky¢ dwoma kolejnymi
elementami eigu Fibonacciego edu 1, natomiast trzeci plik sty do kczenia
serii na kolejnym poziomie.

2) Obliczanie liczb Fibonacciego metogiziel i zwyci¢ezaj”
int Fibonacci(int n)
{if(n<=1)
return n;

else

return Fibonacci (n-1) + Fibonacci (n-2)
}
Aby obliczy¢ liczby Fibonacciego n i n+1 nale dwukrotnie obliczy liczbe n-1
itd. Prowadzi to do ztndici wyktadniczej 2

n | Prog. Dyn.| Algorytm ,Dziel i zwye&zaj” - dolne ograniczenie czasu

80 |81 ns 1.1* 18ns = 18 min

200201 ns 1.3* 1®¥ns =4 * 16° lat
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Programowanie dynamicz polega na wykonaniu napujacych dziata:

1) Okrela sk wihasciwos¢ rekurencyja, ktéra pozwala znaké rozwiazanie
realizacji problemu

2) Rozwhzuje s¢ realizacg problemu zgodnie z podejem wsgpujacym,
najpierw rozwiazujac mniejsze realizacje

Algorytm Floyda wyznaczania najkrotszejsciezki w grafie — ©(N°)

Zadanie: Nalgy obliczy¢ drogi z kadego wierzchotka w grafie wanym do
wszystkich innych wierzchotkow. Wagi kradzi s liczbami nieujemnymi. Dana
jest macierz gsiedztwa Graf o rozmiarze N x N, ktérej elementai3}{j] sa wat
krawedzi prowadacej od i-tego wierzchotka do j-tego wierzchotka hdlvne 0 dla
i=j oraz rowne N (N oznacza niesiazong¢), gdy brak krawdzi. W wyniku
algorytmu otrzymuje sitablicg dwuwymiarova D o rozmiarze N x N, gdzie DJi][j]
jest diugdcia najkrotszej drogi prowadeze] z i-tego wierzchotka do j-tego
wierzchotka oraz tablica dwuwymiarowa P o rozmiakzex N, gdzie PJi][j] jest
numerem péredniego wierzchotka o najwgzym indeksie w najkrotszej drodze od
I-tego wierzchotka do j-tego wierzchotka lub -$lijg¢aki wierzchotek nie istnieje.

void Floyd (int N, const int Graf [ ][N], int D[ J[N], int P[ ][N])
{ inti, ], k

A N Graf0O 1 2 3 4 5 6
fofro(rl a SOITENIJEK) 0o [0 |1 [10/10]10]10]10
g ’ 1 |1 |0 |1]1010/10|1
Pl = -1; _ _ 2 (101 [0 |1 ]101 |1
memmove(D, Graf,N*N*sizeof(int)); 3 [10l10l/1 |0 |10/1 |10
for (k = 0; k<N; k++) 4 [10]10]10]10[0 |1 |10
for (i=0; i< N; i++) 5 |10(10]1 |1 |1 |0 |1

for (j=0; j<N; j++) 6 [10|1 |1 |[10/10]1 |O

if (D[i][k] +DIK][j] < DQ[]) DO 12 3 4 5 6

{ POI0O] = k; ofo1[2]3]4]3]2

D[i][j]= Dli][k] + DIKIl; 1 (1 ]0 |1]2]3]2]1

} 2 2 ]1]oJ1[2]1]1

} 3132|102 |1 2
1 4 14 (3|22 |0|1] 2

2 53 |12/1(1|1|]0]1

0 3 6 |2 (112|210
P O 1 2 3 4 5 6

0 [-1]-1]12|2|5|2]1

4 1 [-1]1]1]2]5] 2] 1

6 5 2 |1 |-1]-1|-1]5] -1 1

3 (2|2 |-1|-1|5]| -1 2

4 5|5|5|5|-1 -1 5

- - . _ 5 (2 |2 |-1]-1]| -1 -1] -1
Wagi krawedzi sa rowne 1, N=10 6 1 1123 e 1 =
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void drukuj(int P[ J[N], int s, int V)
{if (P [s][v] !=-1)

{ drukuj(P, s, P[s][V]);
cout<<"v: "<< P[s][V];
drukuj(P, P[s][V], v); }

}
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