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Wyklad 14
Algorytmy grafowe — metoda zachtanna

. Wlasciwosci algorytmu zachtannego:
. W przeciwienstwie do metody programowania dynamicznego nie wystepuje etap

dzielenia na mniejsze realizacje z wykorzystaniem witasciwosci rekurencyjne;.

. Algorytm zachlanny znajduje rozwiazanie w wyniku podj¢cia szeregu decyzji, z

ktorych kazda wydaje si¢ w danym momencie najlepsza. Oznacza to, ze kazdy
wybor jest optymalny lokalnie.

. Takie podejscie nie zapewnia, ze rozwiazanie globalne bedzie optymalne.
. Czasem takie rozwigzanie optymalne globalnie istnieje, jednak nalezy to zawsze

dodatkowo wykazac.

. Ogolna charakterystyka algorytmu zachtannego
. Utworz zbior pusty.
. Powtarzaj, az otrzymasz rozwiazanie realizacji problemu:

2.1.Wykonaj procedur¢ wyboru, ktora stuzy do wybrania kolejnego elementu
dodawanego do zbioru. Wybor jest wykonywany zgodnie z Kkryterium
zachtannym, ktoéry spetnia warunek optymalny lokalnie.

2.2.Wykonaj procedure¢ sprawdzenia wykonalnosci, ktora stuzy do okreslenia,
czy zbidr jest akceptowalny dzigki sprawdzeniu, czy istnieje mozliwos¢
uzupetnienia go w taki sposob, ktory zapewni osiagnigcie realizacji problemu.

2.3.Wykonaj procedur¢ sprawdzania rozwigzania, stuzaca do okreslenia, czy
Ow zbidr stanowi rozwigzanie realizacji problemu.

Definicje:

1.

2.
3.

Droga w grafie nieskierowanym: sekwencja wierzchotkow, w ktorym kazdy
wierzchotek u 1 jego nastepnik v taczy krawedz.

Graf nazywamy spéjnym, gdy miedzy kazda para wierzchotkéw istnieje droga.
Cyklem prostym w grafie nieskierowanym nazywamy droge prowadzaca z
wierzchotka do niego samego, ktora zawiera co najmniej trzy wierzchotki 1
wierzchotki posrednie sa rozne.

. Graf nieskierowany, ktory nie zawiera zadnych cykli prostych jest okreslano

jako graf acykliczny.

. Drzewo swobodne jest acyklicznym spéjnym grafem nieskierowanym. Zaden

wierzchotek nie jest wyr6zniony jako korzen.

. Drzewo korzeniowe posiada wyrdzniony wierzchotek zwany korzeniem 1 jest

kojarzone z potocznym rozumieniem drzewa.

. Drzewo rozpinajace grafu G jest to spojny podgraf, ktory zawiera wszystkie

wierzchotki nalezace do G 1 jest drzewem.

. Minimalne drzewo rozpinajace grafu posiada najmniejsza wage. Jesh

krawedzie grafu posiadaja zwigzane ze soba wartosci, s one nazywane wagami,
a graf okresla si¢ jako graf wazony.
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3. Algorytmy grafowe
3.1. Algorytm Prima: Minimalne drzewo rozpinajace

Problem: okresl minimalne drzewo rozpinajace

Zastosowanie: budowa sieci drog

Dane wejsciowe: spojny wazony graf nieskierowany zawierajacy n wierzchotkow,
gdzie n>=2. Graf jest reprezentowany przez macierz sasiedztwa Graf, gdzie
element Graf[i][j] reprezentuje wage krawedzi taczacej wierzchotki i oraz j.

G= {V, E}, gdzie V jest zbiorem wierzchotkow (we¢ztow) 1 E zbiorem krawedzi
odwiedzony — numer wierzchotka — przodka u danego wierzchotka v

klucz — minimalna waga sposréd wag krawedzi taczacych dany wierzchotek v z
wierzchotkami drzewa

r — wierzchotek, od ktérego budowane jest minimalne drzewo rozpinajace

Kolejka P — kolejka priorytetowa zawierajaca wszystkie wierzchotki spoza
rozrastajgcego sie drzewa rozpinajgcego zwracajgca element o najmniejszej wadze

Tablica wierzcholki bedzie zawiera¢ elementy zawierajgce zbiér krawedzi drzewa
rozpinajacego: (v, wierzcholki[v].odwiedzony)
wierzcholek
{ odwiedzony;
klucz;}

wierzcholek wierzcholki[V[G]]

Graf(u, v) — macierz sasiedztwa; wagi gatezi (u,v) testowane w celu znalezienia
najlzejszej gafazi nalezacej do przekroju rozrastajgcego sie minimalnego drzewa
rozpinajacego. Przekrojem drzewa sg wszystkie gatezie tgczace wierzchotki
czarne z biatymi.

PRIM (Graf(G), r)
1. Zataduj wszystkie wierzchotki grafu G do Kolejka_P
2. dla kazdego wierzchotka u nalezgcego do Kolejka P
wierzcholki[u].klucz = NS /INS — nieskonczonosé
3. wierzcholki[r].klucz = 0
4. wierzcholki[r].odwiedzony = 0
5. Dopdki Kolejka_P nie jest pusta
5.1. u = Usun(Kolejka_P)
5.2. Dla kazdego wierzchotka v nalezgcego do macierzy sqsiedztwa
wierzchotka u (Graf[u])
jesliv nalezy do Kolejka_P i Graf[u][v] < wierzcholki [v].klucz
[0 //znaleziono najlzejsza gataz z przekroju grafu
5.2.1. { wierzcholki[v].odwiedzony = u
wierzcholki[v].klucz = Graf [u][v] }
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Kolejka priorytetowa Kolejka_P — wszystkie wierzcholki
6] Pozycja w kolejce
E Numer wierzchotka

Tabela wierzcholki
112]13]4]|5]| 6| 7 |Numer wierzchotka
[/] odwiedzony
O|NS|NS|NS|NS|NS|NS klucz

Kolejka priorytetowa Kolejka_P — wszystkie wierzcholki
6 | Pozycja w kolejce
6 | Numer wierzchotka
of 1T 1T 1 1 1 | odwiedzony
0INSENSINSENSENSENS| klucz

Kolejka priorytetowa Kolejka_P — szeS¢ wierzchotkow

6] 7 1Pozycia w kolejce
6] 1 INumer wierzchotka

Tabela wierzcholki
112 |3 |4 |5 |6 |7 |Numer wierzchotka
0|1 odwiedzony
0]10|NS|NS|NS|NS|NS|klucz

7 Pozycja w kolejce
1 I Numer wierzchotka
0 : odwiedzony
0, klucz

Kolejka priorytetowa Kolejka P — pie¢ wierzchotkow
HEBEEE

71 Pozycja w kolejce
E 132y Numer wierzchotka

Tabela wierzcholki
112 |3]4 |5 |6 |7]|Numer wierzchotka
2 | odwiedzony
0[10|3|NS|NS|NS|8|klucz

—
N

61 7_I Pozycja w kolejce
r 2 I Numer wierzchotka
1 odwiedzony

12 klucz
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priorytetowa Kolejka_P — cztery wierzchotki

r_1
547
2,3 Numer wierzchotka

Pozycja w kolejce

Tabela wierzcholki

112 |3]4|5 [6 |7
0]1 |23 3 |12
0/10|3[{6]|NS|12]|8&

Numer wierzchotka
odwiedzony
klucz

61 71
12131
1121
10I;>LI

|

Pozycja w kolejce
Numer wierzchotka

odwiedzony
klucz

Kolejka priorytetowa Kolejka_P — trzy wierzchotki

456 Z: Pozycja w kolejce
1
1]2]3,4,Numer wierzchotka

Tabela wierzcholki

112 |314]|5 |6 |7|Numer wierzchotka
01 [2]3 3 |2|odwiedzony
0110131 6INSI12181klucz

Kolejka priorytetowa Kolejka_P — trzy wierzchotki (wersja blizsza implementaciji)

Pozycja w kolejce
Numer wierzchotka

odwiedzony

klucz

Kolejka priorytetowa Kolejka_P — dwa wierzchotki

3| 4| 5| 61 Z1Pozycja w kolejce
605]1|2|3|417INumer wierzchotka

Tabela wierzcholki

112 |3]4]|5 |6]7
0]1 |2{3 712
0]10|3[6|NS|4]8

Numer wierzchotka
odwiedzony
klucz

Kolejka priorytetowa Kolejka_P — dwa wierzchotki (wersja blizsza implementacii)

3 | 4| 516! 71
1 | 23 |4l 71
0o | 1] 2321
0o l10] 3 ]6' 8"

Pozycja w kolejce
Numer wierzchotka

odwiedzony

klucz
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jka priorytetowa Kolejka_P — jeden wierzchotek

3| 4

2|3

5| 61.71Pozycja w kolejce
4|7161Numer wierzchotka

Tabela wierzcholki

31415

6

7

N

7

2

316
31612

4

8

Numer wierzchotka
odwiedzony
klucz

Kolejka priorytetowa Kolejka_P — jeden wierzchotek (wersja zblizona do implementacii)

2

3

4

5

2

1

D1 =3 1 3

1
0
0

10

3
2
3

4
3
6

o [N [N oy

I+ IN 9 IN

Pozycja w kolejce
Numer wierzchotka

odwiedzony
klucz

Czas dzialania algorytmu Prima

O(VigV + ElIg V) = O(E IgV)

1. Zaklada sig, ze kolejka priorytetowa Kolejka_P jest zaimplementowana jako

Kolejka priorytetowa Kolejka_P - pusta

2

3145

2

31417

6 17 1Pozycja w kolejce
61 _5 I Numer wierzchotka

Tabela wierzcholki

31415

6

7

N

316

7

2

3162

4

8

Numer wierzchotka
odwiedzony
klucz

kopiec. Oznacza czas dziatania linii algorytmu 1-4 rowny O(V).

2. Czas dzialania petli gtownej w linii 5 wynosi O(V). Kazde wykonanie

Usun(Kolejka_P) wynosi O(1gV), stad taczny czas wynosi O(V 1gV).

3. Suma dtugosci wszystkich list sasiedztwa jest rowna 2IEl, czyli czas dziatania
petli w linii 5.2 wynosi O(E), a operacji w linii 5.2.1 jest rowny O(gV) —

dziatanie na kopcu polegajace na zmianie klucza i przebudowie kopca
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3.2. Algorytm Dijkstry — najkrotsza $ciezka z jednym zrodlem

Problem: okresl najkrotsze sciezki z jednego zrodla w wazonym grafie
skierowanym, gdy wagi sa nieujemne.

Zastosowanie: budowa sieci drog

Dane wejsciowe: spdojny wazony graf skierowany zawierajacy n wierzchotkow,
gdzie n>=2. Graf jest reprezentowany przez macierz sasiedztwa Graf, gdzie
element Graf[i][j] reprezentuje wage krawedzi taczacej wierzchotki i oraz j.

G={V, E}, gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw (weztéw) i E zbiorem krawedzi

S — zbi6r zawierajacy te wierzchotki, dla ktérych wagi najkrétszych $ciezek ze zrédta s zostaty
juz obliczone

Kolejka P — kolejka priorytetowa zawierajaca wszystkie wierzcholki spoza rozrastajacego
si¢ zbioru S (V - S)

odwiedzony — numer wierzchotka — przodka U danego wierzchotka v
klucz — warto$¢ ograniczajaca od géry wage najkrétszej Sciezki ze zrédta s do wierzchotka v.
S — wierzchotlek, od ktérego budowane sa najkrotsze sciezki

Tablica wierzcholki bedzie zawiera¢ elementy zawierajace zbiér krawedzi nalezacych do
najkrétszych Sciezek z s: (v, wierzcholki[v].odwiedzony)

wierzcholek
{ odwiedzony;
klucz;}

wierzcholek wierzcholki[V[G]]
w(u, v) — waga gatezi (u, v).

Dijkstra (Graf, s)

1. Dla kazdego wierzchotka v nalezacego do zbioru wierzchotkdéw V
{ wierzcholki[v].klucz = NS /NS — nieskoriczonos¢
wierzcholki[v].odwiedzony = 0 }
2. wierzcholki[v].klucz = 0
3. Zbidr S inicjuje sie jako pusty
4. Zataduj wszystkie wierzcholki grafu G do kolejki priorytetowej Kolejka_P
5. Dopdki Kolejka P nie jest pusta
5.1. u = Usun(Kolejka_P) /lusuwanie wierzchotka z najmniejszym kluczem
5.2. Do zbioru S dodaj wierzchotek u
5.3. Dla kazdego wierzcholka v nalezgcego do macierzy sasiedztwa
wierzcholka u (Graf[u])
Jezeli wierzcholki[v].klucz > wierzcholki[u].klucz + Graf[u][v],
to
{ wierzcholki[v].klucz = wierzcholki[u].klucz + Graf[u][V]
wierzcholki[v].odwiedzony = u }
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Czas trwania algorytmu:
O((V+E)IgV) lub O(E 1gV)

1. Kazdy wierzchotek jest dokladnie raz usuwany z kolejki Kolejka P 1
wstawiany do zbioru S, czyli liczba iteracji jest rowna V|

2. Do zbioru S jest dodawany najlzejszy wierzchotek z Kolejka_P z szybkoscia
kopca O(1gV) — Usun(Kolejka_P). Wykonuje si¢ VI takich operacji

3. Przypisanie: wierzcholki[v].klucz = wierzcholki[u].klucz + Graf[u][v]
wykonywane jest z szybkoscig O(1gV). Jest to operacja, ktora przebudowuje
kopiec dla wezta v. Takich operacji jest co najwyzej |El. Laczny czas wynosi
O((V+E)IgV). Jesh wszystkie wierzchotki sa osiagalne ze zrodia, to czas ten
jest rtowny O(E 1gV)
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